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Resumen
En este trabajo se desarrolla una metodología de pronóstico de fallas con base en modelos mate-
máticos aplicados a los rodamientos radiales de bolas. Los ejes principales de estudio de esta Tesis
Doctoral consisten primero, en el estudio de la función que describe la degradación del material de las
pistas interna y externas del rodamiento, se establece la pertinencia de la ecuación de Paris-Erdogan
con la inclusión de ruido gaussiano en su solución para describir la aleatoriedad del proceso. Segun-
do, se estudian diferentes modelos matemáticos de rodamiento con diferentes niveles de complejidad,
unos basados en la dinámica newtoniana y otros con base en la dinámica lagrangiana. Posteriormente
se propone un modelo basado en la dinámica lagrangiana de cinco grados de libertad que permite
modelar rodamientos de una hilera y rodamientos autoalineantes de doble hilera, con posibilidad de
simular, ademas de las fallas típicas (pista externa, pista interna, elementos rodantes), efectos externos
del sistema mecánico tales como momentos giroscópicos, desbalanceos, precargas y cargas externas
en general. Adicionalmente se estudia la obtención de los parámetros del sistema vibratorio masa-
resorte-amortiguador mediante el análisis modal operacional, en este sentido se extraen las frecuencias
naturales y los factores de amortiguamiento aplicando el decremento aleatorio y el análisis Prony.
Tercero, se estudia la formulación del problema de pronóstico de fallas como un espacio de estados
donde los estados corresponden a la degradación del rodamiento en función de la profundidad de la
falla, y las observaciones son las características en frecuencia y el tiempo calculadas de la señal de
vibración del experimento real. Se soluciona dicho sistema mediante métodos probabilísticos, filtros de
partículas y procesos gaussianos.
Un aporte importante de este trabajo es la integración del modelo matemático en un esquema de
pronóstico de falla, enfocado en la inferencia de la profundidad de falla del rodamiento, y se aplica en
la base de datos de fallas de rodamientos proveniente del repositorio de pronóstico de la NASA. En
esta metodología de pronóstico se calcula un residuo entre la señal del modelo y la señal de vibración
real para posteriormente hacer la inferencia de la profundidad de falla. Aunque la concepción de este
trabajo incluye parte del diseño y montaje de los bancos de prueba para la recolección de las señales
de vibración, se utilizó la base de datos de la NASA en las pruebas de validación de la metodología.
Finalmente se comparan estas metodologías contra un enfoque de pronóstico basado en datos.
En este enfoque se propone la solución del problema de pronóstico mediante un modelo de mezcla de
gaussianas ajustando el modelo a una distribución de probabilidad de Weibull y realizando la inferencia
de la vida útil a partir de los parámetros de la misma.
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Abstract
This work develops a prognostics methodology based in mathematical models applied to ball bea-
rings. The mean study issues in this Doctoral Thesis consists first, in the study of materials degradation
law applied to outer and inner race material in ball bearings, the Paris-Erdogan relevance is stablished
with the inclusion of Gaussian noise in its solution to describe the randomness of the material degrada-
tion process. Second, several ball-bearing mathematical models are studied with different complexity
levels, some based in Newtonian dynamics and other based in Lagrangian dynamics. Further, is pro-
posed a five DOF Lagrange dynamic based model, which is capable of one and double row bearing
simulation, with the external forces, gyroscopic moments, preloads, and the usual bearing fails (outer
race, inner race, balls). In addition, the modal analysis is used to obtain the parameters of damper -
spring - mass system as a bearing model. Here, the random decrement and Prony analysis is used.
Third, formulation of prognostics problem as a state space system is studied, where the states
corresponds to failure depth and the observations corresponds to vibration signal time and frequency
features. Probabilistic techniques are used to solve the state space problem, such as particle filters and
Gaussian processes.
An important contribution in this work is the integration of the mathematical model in a failure
prognostic scheme, focus in failure depth inference, and applied to the ball bearing prognostic NASA
data basis. On this methodology, a residue between the model and the vibration signal features is
calculated and used in the failure depth inference. Eventhougth this work conception includes part of
design and assemble of experimental set up for vibration signal collection, finally, NASA data basis is
used for methodology validation.
Finally, mathematical model prognostic is compared with data prognostic based in Gaussian mix-
tures and Weibull adjusting for RUL (Remaining useful life) inference.
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Capítulo 1
Introducción
1.1. Planteamiento del problema
El pronóstico de falla según la norma ISO 13381-1 [3] es la estimación del tiempo de falla y el riesgo
de existir o presentarse en el futuro uno o más modos de falla. También se puede definir según Engel,
et al. [4] como la capacidad de proveer detección temprana del precursor del defecto y/o una condición
de falla incipiente de un componente, y poseer la tecnología y los medios para controlar y predecir la
progresión de dicha condición de deterioro hasta la falla del componente. Finalmente esta capacidad
de proveer detección temprana y predecir la progresión de la falla se resume en la estimación de la vida
útil remanente del sistema (RUL). Esta estimación está basada en el resultado de modelos predictivos,
los cuales integran información proveniente del monitoreo del uso, monitoreo de la salud estructural,
las condiciones de operación de la máquina, las condiciones ambientales futuras, pasadas y actuales,
las condiciones iniciales de diseño y el historial de mantenimiento de los elementos de máquina [5].
Existen dos enfoques principales para el pronóstico con base en la predicción de la condición:
modelos basados en conceptos matemáticos y modelos basados en datos. Los modelos con base en
datos intentan inferir modelos de falla con base en técnicas de monitoreo de la condición (CM). Los
modelos con base en datos se desarrollan utilizando el historial de fallas de la máquina y se realizan
predicciones en términos de la condición del equipo. Los modelos de datos requiere gran cantidad de
información en el entrenamiento y una base de datos abundante y bien etiquetada. Algunos métodos
de pronóstico son computacionalmente costosos y es imposible aplicarlos en tiempo real.
Los modelos de pronóstico con base en principios físicos implican componentes estocásticos y pro-
babilísticos integrados al comportamiento determinista del sistema [6]. Las ecuaciones diferenciales
son modificadas para incluir dichos parámetros y el sistema se hace no lineal. Este tipo de modelos
tienen en cuenta el crecimiento de la falla desde el punto de vista de la microestructura del material
y adicionalmente la solución o modelo de predicción de falla desarrollado es válido solamente para la
máquina o sistema modelado.
Uno de los componentes más comunes en las máquinas rotativas son los rodamientos, los cuales
deben ser cambiados periódicamente debido al desgaste y fatiga de sus partes. Las rutinas de man-
tenimiento predictivo propenden por el uso óptimo de este tipo de componentes, pero en la industria
usualmente se programan sus cambios o se espera hasta que exista una falla definitiva del componente.
Al programar el cambio del rodamiento se puede estar dejando de utilizarlos por un tiempo importante.
De esta manera los rodamientos han sido objeto de estudio para lograr predecir su vida útil, debido
entre otras cosas a su simpleza, comparada con una máquina completa. La norma ISO 281 de 2007
demanda una estimación probabilista de la vida útil del rodamiento, sin embargo, esta estimación en
la mayoría de los casos no concuerda con los datos del fabricante o no arroja un resultado acorde con
los materiales del rodamiento, debido a las suposiciones inherentes de la fórmula empleada.
Por lo tanto el pronóstico de rodamientos con base en modelos matemáticos debe ser abordado
mediante el desarrollo de un modelo realista que permita introducir las fallas más comunes y los
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regímenes de carga futuras, pero en la literatura no existe un consenso en cuanto a cuál es el mejor
modelo de rodamiento; actualmente existen diferentes modelos con diferentes grados de complejidad,
que buscan atacar el modelado de fallas o problemas particulares.
Gupta en [7], Mc Fadden en [8] y [9] y Tandon en [10] proponen modelos de rodamientos con base
en la dinámica Lagrangiana donde la falla se modela como un pulso en la fuerza de excitación del
sistema, obteniendo sistemas que se acercan al comportamiento vibratorio experimental pero que no
representan la dinámica de crecimiento de la falla y no representan de manera realista la forma de
la misma. Esta simulación de la falla es una representación conceptual que se limita a los primeros
modelos de rodamientos realizados en las décadas de los 80 y 90. Entre los modelos de rodamiento
modernos Changqing y Qingyu en [11], realizan un modelo de rodamiento con holgura y ondulado
de las pistas. El sistema posee 5 grados de libertad, y no se realiza el modelado de fallas en pistas y
elementos rodantes. Patil, Mathew et al [12] y Tadina y Boltezar en [13] proponen modelos en los cuales
la excitación del sistema se encuentra en el amortiguamiento Hertziano de los elementos rodantes,
y aunque en la obtención de la ecuación diferencial presentan enfoques diferentes, los modelos son
similares en comportamiento y posibilidades de simulación de fallas. En estos trabajos se estudian
fallas en las pistas externa e interna y en [13] se analiza el modelo durante el arranque de la máquina.
En estos trabajos no se simula la holgura y ondulado de las pistas y se emplean dos grados de libertad
en el modelo del rodamiento.
Kappa, Li y Guo [14], [15], [16] realizan el modelado de fallas en rodamientos y obtienen sistemas
dinámicos no lineales que se estudian utilizando teoría de caos con mapas de Poincaré, exponentes de
Lyapunov o por medio de la linealización del sistema. Lo anterior funciona para soluciones particulares
acotadas a un rango estrecho de las coordenadas generalizadas y aunque este tipo de modelo posee
una gran complejidad, es una solución exclusiva de ciertas condiciones iniciales.
Por último el modelado del sistema como un espacio de estados es útil en la etapa final del pronóstico
de falla. De esta manera el modelo matemático del rodamiento y el modelo de crecimiento de la falla
componen las ecuaciones del sistema donde el estado corresponde a la profundidad de la falla y la
observación corresponde a la señal de vibración. La señal experimental actualiza el sistema y permite
inferir o estimar la vida útil. Existen diferentes estudios en cuanto a la metodología de la solución del
proceso de espacio de estados y en [17] y [6] se observan métodos tan variados como redes neuronales,
máquinas de soporte vectorial, modelos ocultos de Markov y filtros de partículas, entre otros. Sin
embargo no existe un trabajo concluyente sobre la metodología apropiada para el pronóstico de fallas
en rodamientos con base en modelos.
Por lo anterior, en esta tesis se propone:
Desarrollar una metodología de pronóstico de falla en rodamientos de bolas radiales con base en el
modelo matemático, que incorpore la ley de crecimiento de la falla por fatiga y el modelado matemático
del rodamiento junto con la simulación de sus fallas en pistas y elementos rodantes, para realizar la
inferencia de vida útil remanente
1.2. Justificación
Desde el advenimiento de la revolución industrial, a finales del siglo XIX, el hombre ha estado en
una constante búsqueda de tecnologías y metodologías que le permitan garantizar la adecuada opera-
ción de cualquier tipo de activo, ya sea éste maquinaria industrial, infraestructura civil, sistemas con
alta criticidad, etc. Una de las técnicas más empleadas es la denominada Mantenimiento Preventivo,
la cual busca maximizar la operación adecuada de equipos mediante una serie de rutinas de inspec-
ción realizadas a unos intervalos de tiempo determinados, los cuales en forma general se incrementan
en frecuencia (o lo que es lo mismo, disminuye el tiempo entre inspecciones sucesivas) a medida que
transcurre tiempo sin presentarse un estado anormal. Lo anterior ocasiona que se incremente la proba-
bilidad de falla, o estado anormal no deseado, a medida que transcurre el tiempo. La única forma de
disminuir la probabilidad de ocurrencia de falla es incrementar la frecuencia de inspección lo cual pa-
radójicamente incrementa la probabilidad de falla debido al aumento de la intervención en los mismos
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sistemas.
La inferencia de vida útil concierne de forma directa a toda actividad donde sea deseable tener un
control total sobre las programaciones de intervenciones por mantenimiento y maximizar el tiempo
total disponible del activo antes de la siguiente intervención. Entonces es claro que prácticamente toda
actividad industrial, activo, sistema de producción, etc., podría ser un cliente potencial de esta técni-
ca. Sin embargo, la inferencia de vida útil ha tenido su aplicabilidad inicial en aquellos sistemas que
representan un alto nivel de criticidad dentro de una labor dada, como en rotores para helicópteros, la
industria aérea y militar, plantas de energía nuclear, evaluación de riesgo sísmico, etc. Razonablemente
se espera que se extienda continuamente hacia actividades con alto nivel involucrado por costos, inclu-
sive se observa su penetración en evaluación médica y finalmente se espera que cubra toda actividad
industrial.
La inferencia de vida útil tiene aplicabilidad en prácticamente todo sistema de ingeniería, incluyendo
infraestructura civil, donde se pueda determinar el tiempo restante antes de una intervención por
mantenimiento y que permita la utilización confiable del bien/activo por el tiempo planteado de uso.
Una muestra de la importancia de este planteamiento está en los nuevos esquemas que se presentan en la
industria aérea con motivo de los altos costos actuales de los combustibles, donde un fabricante alquila
una nave por un tiempo determinado asegurando una operación confiable. Para el usuario, la aerolínea
que realiza el pago por alquiler, este sistema le garantiza la optimización de sus recursos, minimizando
las posibilidades tanto de acciones costosas por intervenciones inesperadas de mantenimiento como
riesgos inherentes en una actividad de alta criticidad [18].
Continuando con la industria de la aviación, un claro ejemplo del descarte de piezas anticipado por
labores de mantenimiento es el de discos, donde se estima que 999 de 1000 discos son cambiados antes
del final de su vida en operación segura y donde se podría ahorrar entre 30 a 40 millones de dólares, y
donde además no se tiene en cuenta costos adicionales derivados de intervenciones de mantenimiento
o inventarios de repuestos [19].
La aplicación de técnicas sobre inferencia de vida útil ha tenido su gran polo de desarrollo en la
extensión de vida útil en componentes de helicópteros, hasta el punto de significar ahorros por 175
dólares por hora de operación gracias a implementaciones realizadas sobre 73 componentes estructu-
ralmente críticos y que permiten extender cerca de un 380% la disponibilidad en comparación con los
diseños originales [20].
Un campo que muestra la necesidad apremiante por desarrollar la inferencia de vida útil está en
los estudios estructurales de edificaciones, ya que en casos como el terremoto de 1995 en Kobe, Japón,
presentó grandes impactos económicos por retrasos de hasta dos años en evaluaciones que determinaran
si se podían ocupar, o por el contrario debían ser demolidos [19].
En todos los campos de la ingeniería existe una apremiante necesidad por realizar evaluaciones de
la salud estructural de un bien/activo, de tal forma que se permita incrementar al máximo su vida
operacional, sin implicar riesgos de ningún tipo durante su uso mediante la predicción confiable de vida
útil restante con base en las proyecciones de carga futura e impactando significativamente los costos
al permitir ahorros a todo nivel.
1.3. Objetivos
1.3.1. Objetivo general
Desarrollar una metodología de pronóstico de fallas en rodamientos radiales de bolas con base en el
modelo matemático establecido mediante la dinámica lagrangiana. El modelado del rodamiento debe
contemplar la incorporación de fallas por fatiga en los elementos en contacto del rodamiento (pista
externa, pista interna, elementos rodantes) y los estados de carga futura del sistema, para generar un
modelo de espacio de estados que permita predecir la falla y ubicar el rodamiento en un estado discreto
de vida útil remanente.
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1.3.2. Objetivos específicos
Definir una metodología de modelado del crecimiento de falla para la microestructura del ma-
terial, que relaciona los ciclos de funcionamiento del rodamiento con el incremento del defecto
en el material del cual se compone el rodamiento. Esta relación se expresa en forma de ecuación
diferencial donde la solución particular depende de constantes propias del sistema.
Proponer un modelo matemático de rodamiento de bolas de doble hilera con base en ecuaciones
diferenciales obtenidas mediante dinámica lagrangiana, que permita simular su comportamiento
y las fallas en la pista externa, pista interna y elementos rodantes, en los cuales se modifica
la rigidez correspondiente a la teoría de deformación hertziana del sistema equivalente y que
implemente un aumento gradual de la profundidad del defecto. Adicionalmente proponer un
método de implementación del efecto de la carga futura y precarga aplicada a los rodamientos
en los apoyos.
Desarrollar un modelo de espacio de estados que permita predecir la profundidad de la falla y
ubicar el rodamiento en un estado discretizado de vida útil remanente. Proponer en este modelo
una función de actualización basada en la señal de vibración y las diferentes características que
se obtienen del análisis espectral de fallas en rodamientos.
Validar experimentalmente los resultados obtenidos del modelo de pronóstico mediante la cons-
trucción de un banco de ensayos de elementos rotativos con carga radial variable, donde se ponen
a prueba y se evalúa la vida útil de los rodamientos de bolas radiales.
1.4. Estado del arte
El mantenimiento es una práctica común en la industria porque permite corregir, en el caso del
mantenimiento correctivo, los desperfectos o fallas que ocurren en las máquinas. Con el paso del tiempo
se ha observado que corregir las fallas no es suficiente, que una rutina programada de mantenimiento
preventivo es mucho más eficiente que la corrección momentánea de un problema que en la mayoría
de las veces es periódico. Incluso se ha llegado a la conclusión, y con base en esto se derivan las
técnicas modernas de mantenimiento, que el mantenimiento preventivo malgasta recursos y tiempo de
producción de la planta. Por lo anterior se han desarrollado técnicas de mantenimiento predictivo que
pretenden predecir o anticiparse a la falla de un componente de máquina sacando el mayor provecho, en
tiempo de duración, de las partes al mismo tiempo que se evita una falla catastrófica que implique una
parada de producción. Las últimas tendencias en mantenimiento predictivo tienden a la integración de
técnicas de monitoreo con técnicas estadísticas para el manejo de la información y realizar la prognosis
de la falla o predicción de vida útil de la pieza. Inman, Farrar y otros en [5] muestran diversos ejemplos
prácticos de aplicaciones en las cuales se integran modelos matemáticos junto con sistemas de inferencia
estadística para llegar a la prognosis de falla en máquinas rotativas. En la figura 1.1 se muestra un
esquema del procedimiento general de pronóstico de fallas, en el cual [5] explica la interacción entre el
proceso con base en datos y el enfoque con base en principios físicos y matemáticos.
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Formulación matemática                   Formulación con base en datos
Información inicial del sistema:
Diseño, Pruebas, 
Mantenimiento, Operario
Modelo matemático 
inicial
Modelo de conciencia del 
estado de la máquina
Sistema de medida de la 
conciencia de estado de la 
máquina
Sistema de medida 
operacional y medio 
ambiental de la máquina
Modelo de pronóstico
Estimado de:
Tiempo de vida remanente
Tiempo para la falla
Tiempo para realizar mantenimiento
Actualización del modelo 
físico
Tomar una decisión, 
actualizar el sistema y 
continuar el proceso
Modelo de carga 
futura
Figura 1.1: Esquema General de Prognosis
Tang y Raghavanl [21] por medio de simulaciones muestran como una ligera mejora en la calidad
del mantenimiento puede mejorar el tiempo de sustitución de las partes del sistema, además, que
se observa una disminución en el tiempo de inactividad del sistema. Ming, et al. [22] realizan una
actualización secuencial del mantenimiento predictivo desarrollando un modelo de costos eficaz y se
propone un esquema para la toma de decisiones de mantenimiento en tiempo real. Wang, et al. [23]
emplean técnicas de inteligencia artificial para optimizar las rutinas de mantenimiento predictivo.
En el caso de los equipos rotativos, la ventaja que presenta el análisis vibratorio respecto a otras
técnicas como tintas penetrantes, radiografía y ultrasonido, es que la evaluación se realiza durante la
operación normal de la máquina, evitando con ello la pérdida en la producción que genera una parada
no programada [24]. En los trabajos [22], [23] y [25] se observan las características de estudios recientes
en análisis de vibraciones aplicados a procesos y máquinas industriales.
A la par con el desarrollo de técnicas de procesamiento de señales para el análisis de vibraciones
mecánicas, se realizan modelos cada vez más realistas y acertados de elementos de máquinas con el
propósito de conocer la naturaleza de la falla y de realizar la predicción de la vida útil de dispositivos
mecánicos en entornos industriales. A continuación se referencian algunos trabajos representativos de
la investigación realizada sobre el modelado de sistemas mecánicos:
Darpe en [26] y [27], Zou y Chen en [28] y Szolc, et al. [29] estudian el modelado de fallas en
ejes por medio de ecuaciones diferenciales parciales para obtener la respuesta en frecuencia. Luego
con transformaciones de Fourier, análisis estocástico y métodos de Monte Carlo hacen el estudio de la
respuesta en frecuencia del comportamiento vibratorio del sistema obteniendo porcentajes de acierto
altos en la localización y diagnóstico de falla en la señal de vibración del modelo.
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Li y otros [15] proponen un modelo no lineal de un sistema compuesto por rotor, rodamiento y sello
para una turbina de gas en una planta. Este modelo se basa en el principio de Hamilton, se utiliza el
método de Runge Kutta en la solución de las ecuaciones de movimiento. La caracterización dinámica
del sistema se analiza con diagramas de bifurcación, diagramas de trayectoria, mapas de Poincaré y
espectros de frecuencia. Dicho modelo presenta una forma teórica de estudiar el comportamiento de
turbinas de gas ultra-supercríticas.
Reazaei y otros [30], Jiangang y Rui [31], Banwart y Cavalca [32] emplean simulación por elementos
finitos en bujes y se estudia el desgaste de dichos dispositivos, se hace análisis de órbitas y análisis
espectral de la respuesta del sistema.
En el modelado de rodamientos Gupta en [7], Mc Fadden en [8] y [9] y Tandon en [10] proponen
modelos de rodamientos con base en la dinámica lagrangiana donde la falla se modela como un pulso en
la fuerza de excitación del sistema, obteniendo sistemas que se acercan al comportamiento vibratorio
experimental pero que no representan la dinámica de crecimiento de la falla y no representan de
manera realista la forma de la misma. Esta simulación de la falla es una representación conceptual que
se limita a los primeros modelos de rodamientos realizados en las décadas de los 80 y 90. Entre los
modelos de rodamiento modernos Changqing y Qingyu en [11], realizan un modelo de rodamiento con
holgura y ondulado de las pistas. El sistema posee 5 grados de libertad, y no se realiza el modelado
de fallas en pistas y elementos rodantes. Patil et al [12] y Tadina y Boltezar en [13] proponen modelos
en los cuales la excitación del sistema se encuentra en el amortiguamiento hertziano de los elementos
rodantes, y aunque en la obtención de la ecuación diferencial presentan enfoques diferentes, los modelos
son similares en comportamiento y posibilidades de simulación de fallas. En estos trabajos se estudian
fallas en las pistas externa e interna y en [13] se analiza el modelo durante el arranque de la máquina.
En estos trabajos no se simula la holgura y ondulado de las pistas y se emplean dos grados de libertad
en el modelo del rodamiento. Existen modelos modernos con más de cuatro grados de libertad y que
buscan representar de manera más precisa la dinámica interna del rodamiento, Guangwei et al. en [33]
formulan un modelo de cuatro grados de libertad, Hong en [34] formula un modelo con tres grados
de libertad donde se tiene en cuenta en la simulación, la teoría de deformación hertziana, el ondulado
de la pista y la lubricación elastohidrodinámica. Otros modelos de más de dos grados de libertad se
encuentran en los trabajos de Jing [35], Linkai et al. [36, 37], Kurvinen et al. [38] y Mishra et al. [39].
Adicionalmente, en trabajos como el de Xi et al. [40], Jing [35], y tradicionalmente el de Gupta [7],
se tiene en cuenta la lubricación elastohidrodinámica de los elementos rodantes y las fuerzas que se
generan de la interacción del lubricante con las partes del rodamiento.
En la actualidad también se utilizan y mejoran los modelos de dos grados de libertad como los
de Gómez et al. en [41] y Machado et al. en [42], que permiten realizar la simulación de las fallas de
manera adecuada y hacer un análisis dinámico pormenorizado de las interacciones de las partes del
rodamiento.
Desde el punto de vista del pronóstico de fallas en máquinas Aiwina [6] y Lee [17] realizan una
compilación importante en cuanto a las técnicas y algoritmos frecuentemente utilizados en el desarrollo
de la prognosis en sistemas mecánicos. Además, Chen [43] y Caesarendra [44] realizan pronóstico de
fallas en sistemas mecánicos con un enfoque probabilista basado en el métodos secuenciales Monte Carlo
o filtro de partículas y realizan la validación experimental en helicóptero y compresor respectivamente.
Así mismo existen trabajos realizados en el pronóstico de fallas en rodamientos con base en datos,
Francesco [45], Huang [46] y Kim [47], donde se utiliza la señal de vibración del rodamiento y las
características del espectro de frecuencias para determinar un sistema de espacio de estados y resolverlo
para determinar la vida útil remanente (RUL).
1.5. Diseño metodológico
El desarrollo metodológico del presente proyecto se compone de cuatro fases
En la primera fase se estudia y desarrolla una metodología de análisis de la microestructura del
material y la evolución de la falla en el tiempo. Se identifica el tipo de material en el rodamiento
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a estudiar y se modela matemáticamente, de manera que relacione la carga aplicada (deforma-
ción/esfuerzo aplicado, temperatura) con la respuesta del material, considerando la deformación
pertinente y los mecanismos de falla en la escala de longitud apropiada para la simulación de
las fallas. Las teorías clásicas de fractura en materiales, se basan en la energía que requiere una
fractura para propagarse en el material y de esta manera se estima un módulo de elasticidad
alternativo, que generalmente es muy inferior al módulo de elasticidad normal del material, y se
aplica en la zona de la fractura.
En la segunda fase se estudia la dinámica del rodamiento de bolas radiales de doble hilera uti-
lizando la formulación lagrangiana. Se determinan las ecuaciones diferenciales que describen el
movimiento del rodamiento en función de sus coordenadas generalizadas. La complejidad del
sistema de ecuaciones se evalúa de acuerdo con el número de grados de libertad del rodamiento
comprendidos como desplazamientos y rotaciones en los ejes coordenados. Se resuelve el sistema
de ecuaciones diferenciales no lineales del sistema dinámico empleando técnicas de análisis no
lineal y métodos numéricos. Se obtiene la respuesta vibratoria del sistema en términos de des-
plazamientos en los ejes coordenados de los elementos del rodamiento y se simulan las fallas en
los elementos rodantes y las pistas interna y externa.
En la tercera fase se desarrolla un modelo de espacio de estados que permite realizar el pronóstico
de falla en rodamientos axiales de bolas empleando la información del modelo físico, el régimen
de carga actual y la señal de vibración como función de actualización del sistema, de manera que
se obtenga la ubicación de la vida útil remanente del rodamiento en una función de distribución
de probabilidad.
En la cuarta fase se valida experimentalmente el modelo desarrollado por medio de pruebas
experimentales para obtener la señal de vibración del rodamiento en el proceso de evolución de
la falla y comparar los valores reales de probabilidad de vida útil con el estimado por el modelo
matemático.
En la figura 1.2 se presenta el esquema general de la tesis doctoral y los tres ejes principales de su
desarrollo metodológico, que consiste en el modelado matemático del rodamiento, el modelado del
sistema en el espacio de estados y finalmente la validación experimental del modelo de pronóstico
de falla. Como se observa el modelo de rodamiento se compone de la formulación de una función de
crecimiento de la falla integrada a un modelo con base en ecuaciones diferenciales, dicho modelo debe
permitir simular las principales fallas de los rodamientos BPFO, BPFI, BPO y FRF, este modelo debe
ser finalmente resuelto por un método numérico tal como los métodos de Runge - Kutta o los de
Newmark Beta. En el segundo eje se formula el sistema matemático como un sistema de espacio de
estados, el cual puede ser posteriormente resuelto mediante un enfoque probabilista y finalmente se
realiza la estimación de vida útil. El tercer eje de intervención de esta tesis se compone del diseño y
montaje del experimento de validación, que permita probar las metodologías desarrolladas en los dos
primeros ejes, este experimento consiste en un sistema rotativo con posibilidad de variar las condiciones
de carga.
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Figura 1.2: Esquema general de la tesis doctoral
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Capítulo 2
Modelado matemático
El modelado de sistemas rotativos con el objetivo de determinar la respuesta vibratoria a una
excitación externa, o la respuesta vibratoria debido al movimiento normal del mismo, consiste en
llevar el sistema a un análogo masa-resorte-amortiguador, donde se conoce la ecuación diferencial
que rige el sistema y se determinan los parámetros como masas equivalentes, rigidez equivalente,
amortiguamiento equivalente y fuerzas de excitación del sistema. Tal como ocurre en la obtención
de la ecuación diferencial del movimiento de una masa adherida a un resorte y un amortiguador, se
pueden emplear métodos con base en las fuerzas que componen y que se generan por la interacción
de los elementos del sistema, o métodos energéticos que realizan un balance de la energía cinética y
potencial. En el enfoque por medio de la descomposición de los elementos en fuerzas de contacto se
utilizan las leyes de Newton y en el enfoque por medio de los balances energéticos se utiliza el principio
de la conservación de la energía o las ecuaciones de Euler-Lagrange.
2.1. Profundidad de falla
En el estudio del crecimiento de la fractura o falla en los materiales, desde la década del 60 se
han desarrollado numerosos modelos que se ajustan a los datos experimentales, los cuales se obtienen
de experimentos de fatiga sobre probetas en múltiples materiales. Después del trabajo de Weibull,
Freudenthal, etc. las funciones de distribución de probabilidad y la estadística han sido utilizadas en el
análisis del crecimiento de falla por fatiga, debido a la dispersión de los datos, incluso bajo las mismas
condiciones iniciales. Con el tiempo se ha comprendido que el crecimiento de falla por fatiga es un
problema que puede ser modelado mediante procesos estocásticos y formulaciones parcial o totalmente
estadísticas [48].
Entre los modelos más comunes en la descripción del incremento de la profundidad de falla se
encuentran los siguientes:
2.1.1. Ecuación de Paris Erdogan
Como se muestra en [49] y en [50] una de las expresiones más usadas para modelar el crecimiento
de una falla por fatiga en un material rígido, es la ecuación 2.1 que corresponde a la ecuación que
propusieron Paris y Erdogan en 1960, y relaciona el crecimiento de la profundidad de la falla con el
número de ciclos o tensiones alternadas constantes que sufre el material
da
dN
= C(4K)n (2.1)
donde a indica la profundidad de falla, N el número de ciclos, 4K = 4K(a) es la intensidad del
esfuerzo, y C y n son constantes del proceso.
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Paris y Erdogan analizaron los modelos de propagación de fractura de la época y regraficaron los
datos disponibles de diferentes fuentes en una gráfica de log4K vs log dadN y descubrieron la tendencia
que se modela con la ecuación 2.1, donde 4K = Kmin − Kmax es el factor que indica el rango de
intensidad del esfuerzo. A partir de las bases de datos de falla de materiales de la época, inicialmente
y durante mucho tiempo ellos consideraron que n = 4. Sin embargo, con la mayor disponibilidad de
bases de datos se adoptó el exponente n como una constante del proceso que puede ser diferente a 4 y
típicamente se emplea en el rango de 2 a 4.
En variaciones más recientes del modelo, la variable 4K se ha expresado como una función de la
profundidad de la fractura
4K = β√a (2.2)
La ecuación diferencial 2.1 se puede resolver de diferentes maneras para obtener una solución exacta,
aproximada o una solución que contenga un componente aleatorio y pueda ser un proceso estocástico.
Solución exacta
Reorganizando la ecuación 2.1, se obtiene
da
(4K)n = CdN =⇒
da
(β
√
a)n
= CdN =⇒ 1
βn
da
an/2
= CdN (2.3)
evaluando la integral definida entre a1 y a2 se obtiene
1
βn
1
(1− n2 )
{
a
−n2 +1
2 − a−
n
2 +1
1
}
= C4N + Cint (2.4)
se despeja a2 para obtener la expresión de la profundidad de la falla en el instante k conociendo
ak−1
ak =
{
a
1−n2
k−1 + (1−
n
2
)C4Nβn + Cint
} 1
1−n
2 (2.5)
donde Cint es una constante de integración que depende de las condiciones iniciales del sistema.
Solución aproximada
En esta solución, aunque la variable 4K depende de a, se toma como un valor constante y se
integra la ecuación diferencial
ˆ
da =
ˆ
C(4K)ndN (2.6)
a2 − a1 = C(4K)n4N (2.7)
ak = ak−1 + C(4K)n4N (2.8)
Solución aleatoria
Aplicando el logaritmo a ambos lados de la ecuación 2.1 se obtiene
ln
da
dN
= lnC + n ln4K (2.9)
y para aleatorizar el modelo, se incluye una variable aleatoria gaussiana λ
ln
da
dN
= lnC + n ln4K + λ (2.10)
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tomando la exponencial a ambos lados,
da
dN
= eλC(4K)n (2.11)
de acuerdo con la ecuación anterior la profundidad de la fractura en el tiempo k es
ak = ak−1 + eλkC(4K)n4N (2.12)
la ecuación anterior representa un proceso de Markov no lineal con incrementos de degradación no
estacionarios que sirve para representar el crecimiento de la falla por fatiga del material.
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Figura 2.1: Profundidad de falla
2.1.2. Cadena de Markov
En el modelo con base en una cadena de Markov, propuesto por Bogdanoff y Kozin [51], un ciclo
de desempeño (CD) se define como un periodo repetitivo de operación del componente, en el cual el
daño se acumula. Se asume que el incremento de daño solo depende del estado del componente al inicio
del ciclo y de lo que ocurra en el ciclo mismo. Si los grados de daño se caracterizan mediante estados
discretos, la estructura probabilista del daño al final de cada CD puede ser descrita mediante un vector
de estados px que consiste de b estados
px = {px(1), px(2), . . . , px(b)} (2.13)
Este vector se puede calcular con base en el principio de la cadena de Markov mediante la siguiente
expresión
px = p0P
x = px−1P (2.14)
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En la cual p0 es la distribución de probabilidad inicial, px−1 es la distribución de probabilidad al
final del CD anterior, y P es la matriz de transición
P =

p1 q1 0 · · · 0 0
0 p2 q2 · · · 0 0
...
...
...
. . .
...
...
0 0 0 · · · pb−1 qb−1
0 0 0 · · · 0 1
 (2.15)
donde pj indica la probabilidad de permanecer en el mismo estado, y qj = 1− pj indica la proba-
bilidad de pasar de un estado al próximo después de cada CD.
En el problema de crecimiento de fractura por fatiga, se interpreta el daño como el tamaño de
la fractura, y un ciclo de desempeño consiste en varios ciclos de carga. Con base en el modelo de
cadena de Markov, se pueden obtener fácilmente la distribución acumulativa del tiempo para alcanzar
cierto estado (incluyendo el estado de falla) y la función de distribución acumulativa del tamaño de
la fractura en cierto CD [48]. La deducción de las expresiones completas pueden ser consultadas en el
libro de Bogdanoff y Kozin [51]
Este modelo basado en las cadenas de Markov ha sido ampliamente discutido y criticado debido
a que sus parámetros no poseen un significado físico y solo puede interpretarse como un modelo
estadístico o probabilista de los datos.
2.1.3. Modelo de Yang
La ecuación 2.1 presenta un modelo donde los parámetros corresponden a variables físicas del
proceso de fractura. Al incorporar la aleatoriedad del sistema en la ecuación, se convierte una de las
variables en una variable estocástica y la ecuación se transforma en una ecuación diferencial estocástica.
Debido a la dificultad de calcular 4K en una experimento real, la ley de Paris es modificada o
simplificada en cierto grado. Yang y Manning sugieren una forma simplificada después de realizar
investigaciones en partes de avión [52]:
da(t)
dt
= X(t)Q[a(t)]b (2.16)
donde X(t) es un factor aleatorio, Q y b son constantes a ser evaluadas a partir de los datos de
crecimiento de la fractura. La variable independiente t puede ser interpretada como ciclos de carga.
2.1.4. Modelo polinomial
La ley de Paris 2.1 puede ser simplificada de otras formas. Para obtener un compromiso entre el
mecanismo de crecimiento de la fractura y la simplicidad numérica, los modelos polinomiales pueden
ser considerados en el modelado estocástico.
En particular se menciona el modelo polinomial de segundo orden estudiado por Wu y Ni en [48].
da(t)
dt
= X(t)
{
p+ qa(t) + r [a(t)]
2
}
(2.17)
en el cual p, q, r son constantes polinómicas, X(t) es el mismo proceso aleatorio lognormal estacio-
nario usado en el modelo de Yang. Las constantes polinómicas están relacionadas con las características
del material estudiado, así como con las cargas externas.
2.2. Ecuaciones de Newton
En el proceso de obtener el modelo que rige el movimiento de un sistema dinámico, uno de los
enfoques es el empleo de las leyes de Newton para determinar las ecuaciones de movimiento. Para
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esto, se representan los diagramas de cuerpos libres de los elementos del sistema y se ponen todas las
fuerzas externas o de contacto en cada diagrama de cuerpo libre y se igualan con las fuerzas efectivas
del movimiento.
En la figura 2.2 se muestra el diagrama de cuerpo libre para un sistema masa resorte amortiguador
con un grado de libertad donde
Fk = kx, FC = cx˙, Fe = mx¨ (2.18)
son FK la fuerza debida a la rigidez, FC la fuerza debida al amortiguamiento y Fe la fuerza efectiva
de la masa.
Igualando las fuerzas externas del sistema con las fuerzas efectivas, la ecuación diferencial se expresa
de la siguiente manera
mx¨+ cx˙+ kx = F (2.19)
=
k
x
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m
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Figura 2.2: Diagrama de cuerpo libre
2.3. Ecuaciones de Euler Lagrange
Para obtener el modelo matemático de la dinámica del sistema puede aprovecharse el balance
energético, como son el principio del trabajo y la cantidad de movimiento dado por la ecuación 2.20,
donde W1−2 es el trabajo que producen las fuerzas externas sobre el sistema, y T es la energía cinética
de los cuerpos que poseen inercia. Tambien empleando el principio de la conservación de la energía
cuando el sistema es conservativo y está dado por la ecuación 2.21, donde T es la energía cinética y U
es la energía potencial del sistema.
W1−2 = T2 − T1 (2.20)
U1 + T1 = U2 + T2 (2.21)
Mediante el principio formulado por Euler-Lagrange se obtiene la ecuación diferencial al derivar
parcialmente la función lagrangiana respecto a la coordenada generalizada. Entendiéndose la coordena-
da generalizada para este tipo de sistemas vibratorios como la coordenada respecto a la cual el sistema
tiene un grado de libertad. Las ecuaciones de Euler-Lagrange se muestran en la ecuación 2.22, donde
L es el lagrangiano dado por L = T −V , qi es la coordenada generalizada , Qi son las fuerzas externas
en la dirección de la coordenada generalizada qi, T es la energía cinética y V es la energía potencial.
d
dt
∂L
∂q˙i
− ∂L
∂qi
= Qi (2.22)
En la figura 2.3 se muestra un sistema masa resorte amortiguador, en este caso la coordenada
generalizada es el desplazamiento en la coordenada x, la energía potencial está dada por el resorte
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V = 12kx
2, la energía cinética por la masa que se desplaza T = 12mx˙
2 y las fuerzas externas son F y
la disipación del amortiguador cx˙.
x
y
F
k
c
m
Figura 2.3: Sistema masa resorte amortiguador
El lagrangiano queda de la forma
L =
1
2
mx˙2 − 1
2
kx2 (2.23)
Reemplazando en 2.22 la ecuación diferencial está dada por la expresión
mx¨+ kx = −cx˙+ F
reorganizando términos:
mx¨+ cx˙+ kx = F (2.24)
2.4. Modelos de vibración lateral de rotores
La vibración lateral del rotor (lateral rotor vibration LRV) es un movimiento orbital en el plano
radial del eje giratorio y es el principio de la rotodinámica de ejes.
En el modelo de vibración lateral del rotor se incluyen los elementos que se instalan en el eje de una
máquina industrial, tales como ventiladores, volantes y bombas y se pueden tener en cuenta la velocidad
crítica y el efecto giroscópico en el sistema. En el caso de rotores de gran longitud usualmente se utilizan
elementos finitos para determinar las deformaciones y formas modales. A continuación se muestra desde
el modelo más sencillo donde se modela el eje como un sistema masa resorte amortiguador, hasta el
modelo de ocho grados de libertad en el cual se tienen en cuenta las coordenadas angulares y sus
rotaciones. La complejidad del modelo aumenta en la medida que se incrementa el número de grados
de libertad (DOF por sus siglas en inglés).
2.4.1. Modelo simple lineal
Este modelo se conoce como modelo masa-puntual 2-DOF y se caracteriza por el movimiento
desacoplado en las coordenadas x y y del modelo de la figura 2.4. Estas coordenadas son a su vez las
coordenadas modales del sistema. Si kx = ky = k y cx = cy = c, el modelo es isotrópico.
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Figura 2.4: masa-puntual 2-DOF
Las ecuaciones diferenciales 2.25 y 2.26 rigen el movimiento del sistema de la figura 2.4.
mx¨+ cxx˙+ kxx = Fo cos(ωt) (2.25)
my¨ + cy y˙ + kyy = Fo sin(ωt) (2.26)
Si el movimiento en los ejes coordenados escogidos no es independiente, existen términos cruzados
en la rigidez y el amortiguamiento del sistema. Una forma más general del modelo está dada por la
ecuación 2.27.
{
m 0
0 m
}{
x¨
y¨
}
+
{
cxx cxy
cyx cyy
}{
x˙
y˙
}
+
{
kxx kxy
kyx kyy
}{
x
y
}
=
{
Fx(t)
Fy(t)
}
(2.27)
Sin embargo en la mayoría de los modelos utilizados en la literatura especializada, se considera que
los términos cruzados cxy, cyx, kxy y kyx son cero y la rigidez y amortiguamiento en un eje coordenado
no influye en el amortiguamiento y rigidez del otro eje. Las matrices de rigidez y amortiguamiento son
muy importantes en rodamientos y sellos, y es objeto de estudio la manera de determinar experimen-
talmente dichos coeficientes cruzados.
2.4.2. Modelo de rotor Jeffcott
Este modelo se resume en un disco montado sobre un eje esbelto y se muestra en la figura 2.5. Se
utiliza para analizar las vibraciones del eje en las cercanías de la primera velocidad crítica.
ω
m
EI
Figura 2.5: Modelo Jeffcott
El modelo se modifica para incluir la rigidez en los soportes, como se muestra en la figura 2.6
Si el disco se reduce a una masa puntual, entonces ambos modelos se ajustan al de masa-puntual
2-DOF, si se adiciona la rigidez de los soportes y se desprecia el amortiguamiento, la rigidez del
soporte y la mitad de la rigidez de deformación del eje se suman como resortes en serie. Para incluir
el amortiguamiento y rigidez de cada soporte en paralelo, se adicionan en serie con la rigidez de medio
eje. Lo anterior finalmente conlleva al modelo de masa-puntual 2-DOF.
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Figura 2.6: Modelo Jeffcott modificado
Sin embargo, si se tienen en cuenta los desplazamientos angulares (θx y θy), los momentos de inercia
transversal y polar (IT y Ip) deben ser incluidos también. Entonces el modelo queda con cuatro grados
de libertad (4-DOF). Si el disco está centrado entre dos medios ejes idénticos (igual longitud, diámetro
y material), y los soportes del modelo Jeffcott son idénticos con coeficientes de rigidez simétricos,
entonces el modelo 4-DOF (sin amortiguamiento) no presenta acoplamiento en las matrices de rigidez
y de masa. 
m 0 0 0
0 m 0 0
0 0 IT 0
0 0 0 IP


x¨
y¨
θ¨x
θ¨y
+

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −ωIP
0 0 −ωIT 0


x˙
y˙
θ˙x
θ˙y

+

kx 0 0 0
0 ky 0 0
0 0 Kx 0
0 0 0 Ky


x
y
θx
θy
 =

Fx(t)
Fy(t)
Mx(t)
My(t)
 (2.28)
Los componentes −ωIP θ˙y y −ωIT θ˙x representan el efecto giroscópico del disco. El efecto giroscópico
es conservativo, osea que es efecto de la inercia y no disipa energía. El efecto giroscópico acopla los
movimientos θx y θy.
2.4.3. Modelo simple no trivial de 8-DOF
Las ecuaciones de movimiento de un sistema de varios grados de libertad están esencialmente
contenidas en la matriz asociadas a la inercia M , la matriz de amortiguamiento C y la matriz de
rigidez del sistema K.
m2, IT, IP
ωEI
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EI
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x1
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x2
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ɵy
y2
Figura 2.7: Modelo 8-DOF
16
Este modelo posee ocho grados de libertad dados por las traslaciones x1, y1, x2, y2, x3, y y3 las
rotaciones θx y θy. Ademas, tiene las siguientes características [53]:
Deformación del eje en dos planos laterales mutuamente perpendiculares
Dos soportes dinámicamente lineales.
Tres masas concentradas, conectadas por ejes flexibles
La masa concentrada central tiene momentos de inercia polar y transversal asociados con coor-
denadas angulares.
Las ecuaciones de movimiento utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange o las leyes de Newton son
de la forma: 
m1x¨1
m1y¨1
m2x¨2
m2y¨2
IT θ¨x
IT θ¨y
m3x¨3
m3y¨3

+

c
(1)
xx c
(1)
xy 0 0 0 0 0 0
c
(1)
yx c
(1)
yy 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 IPω 0 0
0 0 0 0 −IPω 0 0 0
0 0 0 0 0 0 c
(2)
xx c
(2)
xy
0 0 0 0 0 0 c
(2)
yx c
(2)
yy


x˙1
y˙1
x˙2
y˙2
θ˙x
θ˙y
x˙3
y˙3

+ 3EIL3

(1 + k¯
(1)
xx ) k¯
(1)
xy −1 0
k¯
(1)
yx (1 + k¯
(1)
yy ) 0 −1
−1 0 2 0
0 −1 0 2
0 −L 0 0
L 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
0 L 0 0
−L 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
2L2 0 0 L
0 2L2 −L 0
0 −L (1 + k¯(2)xx ) k¯(2)xy
L 0 k¯
(2)
yx (1 + k¯
(2)
yy )


x1
y1
x2
y2
θx
θy
x3
y3

= {R}
(2.29)
donde {R} es el vector de fuerzas y momentos externos que actúan sobre el sistema,
k
(n)
ij =
L3
3EI
k
(n)
ij (2.30)
y c(n)ij corresponde al amortiguamiento de la masa n, en los ejes ij.
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2.5. Modelo de rodamiento
Con el objetivo de obtener una respuesta vibratoria de un sistema rotativo, se modela el elemento
de máquina utilizando el análogo masa-resorte-amortiguador. En [12] se muestra un modelo de roda-
miento, en el cual se determina la rigidez y amortiguamiento equivalente de los elementos rodantes y
posteriormente se reduce dicho modelo a un sistema de una masa, resortes y amortiguadores en los
dos ejes coordenados x y y junto con una fuerza de excitación F . En este modelo la excitación está
dada por la variación en la rigidez del contacto entre los elementos rodantes y las pistas, debido a la
geometría de la falla.
cxeq
kyeqcyeq
kxeq
meq
Figura 2.8: Modelo de Rodamiento
La figura 2.8 muestra el modelado de un rodamiento y la reducción del sistema inicial a un sistema
con dos grados de libertad. Las ecuaciones diferenciales que gobiernan la dinámica del sistema son:
meqx¨+ cxeqx˙+ kxeqx = Fx (2.31)
meq y¨ + cyeq y˙ + kyeqy = Fy (2.32)
donde meq corresponde a la masa equivalente del sistema, ceq al amortiguamiento equivalente,
keq a la rigidez equivalente y F es la fuerza de excitación del sistema. Si el sistema es isotrópico el
amortiguamiento y la rigidez del sistema es el mismo en las direcciones x y y, sino sería necesario
calcular estos parámetros de manera individual para cada eje coordenado.
Las ecuaciones 2.31 y 2.32 en este tipo de modelos suelen ser no lineales debido a que la fuerza
es una función que depende del tiempo y de la posición del cuerpo y usualmente contiene en su
formulación exponentes fraccionarios y se calcula numéricamente como por medio de la iteración de un
algoritmo y no es fácilmente transformable en una expresión analítica. Adicionalmente, los términos
relacionados con el amortiguamiento y con la rigidez del sistema pueden contener términos cuadráticos
del desplazamiento o la velocidad. La teoría de deformación Hertziana para rodamientos incluye un
exponente fraccionario en el término relacionado con la rigidez del sistema tal como muestran Harris
y Kotzalas en [54].
En las Tablas 2.1 y 2.2 se muestran los diferentes modelos de rodamiento utilizados en la literatura,
y se muestra la evolución de dichos modelos en cuanto a complejidad y grados de libertad. Se pueden
observar también los diferentes enfoques en cuanto a la obtención de las ecuaciones diferenciales y a
la naturaleza de las fuerzas de excitación del sistema. En la medida que la complejidad del modelo
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aumenta, se observa una predilección de los autores por el enfoque lagrangiano al determinar las
ecuaciones diferenciales del sistema. Los enfoques energéticos permiten analizar la dinámica del sistema
sin tener en cuanta la totalidad de las fuerzas de contacto y se hace énfasis en la identificación de las
energías cinéticas y potenciales de los elementos que componen el modelo.
Se observa que los modelos de rodamiento se utilizan desde la década de los 70 para realizar análisis
de vibraciones y comparación con datos experimentales y principalmente para la comprensión de los
mecanismos de falla de estos elementos de máquina. Entre otras cosas los modelos matemáticos sirven
para comprender la dinámica de los elementos en contacto, sus interacciones y como parámetro de
diseño de nuevos rodamientos.
Estos modelos han tenido una enorme evolución en cuanto a la complejidad inherente del sistema.
Actualmente, con el desarrollo de métodos numéricos y el aumento de la velocidad de cómputo, es
posible realizar modelos no lineales combinados con análisis de elementos finitos y finalmente es posible
combinar una gran variedad de técnicas de análisis de datos, de solución de ecuaciones diferenciales y
de formulación del modelo.
Los modelos más modernos poseen un mayor número de grados de libertad, no restringiéndose a
las coordenadas x y y, sino que se aumenta la coordenada z e incluso las rotaciones alrededor de los
ejes coordenados. Otra mejora evolutiva en estos modelos consiste en la complejidad de los fenómenos
estudiados, en la actualidad se estudia el ondulado de la pista, las cargas externas, desbalanceos etc.
y no solamente las fallas principales (pista externa, pista interna y elementos rodantes) que ya han
sido ampliamente estudiadas y se conoce a profundidad su comportamiento en la señal de vibración
del sistema.
Tabla 2.1: Modelo de rodamiento
Antecedentes matemáticos Bibliografía
Ecuaciones de movimiento
q¨i,sin + ω
2
i qi,sin = Qi,sin/Mi
q¨i,cos + ω
2
i qi,cos = Qi,cos/Mi
Dinámica de Lagrange
Gupta en [7] (1979), Mc Fadden en [8]
(1984) y [9] (1985) y Tandon en [10]
(1997) proponen modelos de
rodamientos donde la falla se modela
como un pulso en la fuerza de
excitación del sistema.
Formulación Newtoniana y se incluye la
fuerza centrífuga y el momento giroscópico
en el modelo.
[m]
{
X¨
}
+ [d]
{
X˙
}
+ [k] {X} = {f(X, t)}
Changqing y Qingyu en [11](2006),
realizan un modelo de rodamiento con
holgura y ondulado de las pistas. El
sistema posee 5 grados de libertad
Ecuaciones de movimiento
mx¨+ cx˙+ fx =Wx + fu cos(ωt)
my¨ + cy˙ + fy =Wy + fu sin(ωt)
ω
O
ωc×tωc
x
y
2 /Zpi
Formulación newtoniana
Rafsanjani, et al, en [55] (2009),
analizan la no linealidad del modelo de
un rodamiento
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Tabla 2.2: Modelo de rodamiento
Antecedentes matemáticos Bibliografía
Ecuaciones de movimiento
meqx¨+ cxeqx˙+ Fx = 0
meq y¨ + cxeq y˙ + Fy = 0
Formulación Newtoniana
Patil, Mathew et al en [12] (2010),
proponen modelos en los cuales la
excitación del sistema se encuentra en
el amortiguamiento Hertziano de los
elementos rodantes. Se simulan fallas
en pistas y elementos rodantes
Ecuaciones de movimiento
msX¨s + ki
N∑
j=1
δ
3/2
ij
ρj cos θj + x0 − xi
Xj
= Fu cos θs
msY¨s + ki
N∑
j=1
δ
3/2
ij
ρj cos θj + y0 − yi
Xj
= msg + Fu sin θs
y
x
k
k
o
i
curved beam
finite element
nodes
Formulación Lagrangiana
Tadina y Boltezar en [13] (2011),
realizan el modelado durante el
arranque de la máquina. Se aplican
elementos finitos en la formulación del
modelo.
Holgura radial
La holgura radial en los modelos de rodamientos obedece especialmente a la especificación de los
fabricantes como skf [56] en la cual estos deben tener una holgura radial o axial previa al montaje, pero
dicha holgura en ningún caso debe volverse cero o negativa ya que el rodamiento en su funcionamiento
empieza a presentar un sobrecalentamiento que acorta radicalmente el tiempo de vida útil. El fabricante
NTN [57], incluso habla de una holgura efectiva y una holgura de operación la cual se tiene en cuenta,
entre otras cosas, para compensar las deformaciones por la temperatura de operación del rodamiento.
La American Roller Bearing Company en [58] presenta la holgura radial y la holgura final operativa
en función del ajuste de montaje del rodamiento. Oswald y Zaretsky en [59] muestran mediante un
reporte técnico de la NASA como la vida del rodamiento decae rápidamente cuando la holgura tiende
a ser negativa, y decae gradualmente cuando la holgura es positiva. Por lo tanto en este trabajo se
presenta la holgura radial positiva como un parámetro del modelo matemático del rodamiento con
base en las sugerencias de los fabricantes y la literatura especializada [60].
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2.5.1. Modelo de rodamiento 1
Este modelo de rodamiento se realiza con base en el modelo de Patil et al. [12] en el que el
rodamiento se considera un sistema masa resorte amortiguador que soporta una carga radial y cuenta
con una holgura radial presente entre los elementos rodantes y las pistas externa e interna. El conjunto
de la pista interna y el eje se toma como la masa concentrada, mientras que la pista externa se considera
rígidamente unida al alojamiento; por lo tanto, no presenta rotación. En la Tabla 2.3 se muestra la
nomenclatura utilizada en el modelo.
En la interacción entre los elementos rodantes y las pistas se presenta una deformación elástica, la
cual es modelada por medio de la teoría de deformación Hertziana para elementos en contacto.
F = Kδnr (2.33)
Tabla 2.3: Nomenclatura
Cr Holgura radial
F Fuerza de restitución hertziana
Fx Fuerza total producida por todos los elementos rodantes en el eje
x
Fy Fuerza total producida por todos los elementos rodantes en el eje
x
Hf Profundidad de la falla en la posición θj
Hd Profundidad máxima en la zona con falla
K Constante de deformación por contacto
Ki Coeficientes de rigidez de contacto en la pista interna
Kext Coeficiente de rigidez de contacto en la pista externa
meq Masa equivalente del sistema eje-pista interna
n Exponente de carga
δ Deformación radial
δr Deformación radial
δ∗ Deformación de contacto adimensional∑
ρ Suma de las curvaturas de las superficies en contacto
θj Posición angular de cada elemento rodante
θt Posición angular de la falla
ϕ Longitud angular de la zona con falla
ω Velocidad angular del eje
ωc Velocidad angular de la canastilla
x Desplazamiento de la pista interna en el eje x
y Desplazamiento de la pista interna en el eje y
donde δnr es la deformación del resorte, K es la constante de deformación elástica de contacto
Hertziano y n es el exponente de carga - deformación, el cual tiene valor de 3/2 para rodamientos de
bolas y 10/9 para rodamientos de rodillos [54]. El factor de carga deformación K se considera como
un único valor para cada elemento rodante, pero se debe tener en cuenta que existen dos contactos de
deformación elástica para cada uno, uno con la pista interna y otro con la pista externa, de modo que
se tiene el efecto de dos resortes diferentes colocados en serie, por lo tanto:
K =
[
1
(1/Kin)
1/n
+ (1/Kext)
1/n
]n
(2.34)
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Figura 2.9: Modelo de rodamiento
Donde Kin y Kext son los coeficientes de contacto para la pista interna y la pista externa, respec-
tivamente, los cuales se determinan a partir de las ecuaciones de Harris [54]
Kp = 2,15× 105
∑
ρ−1/2(δ∗)−3/2 (2.35)
Siendo
∑
ρ la suma de las curvaturas, la cual se calcula usando los radios de curvatura de un
par de planos principales que pasan a través del punto de contacto. δ∗ es la deformación de contacto
adimensional obtenida a través de la diferencia de curvatura [54]. Dado que los esfuerzos de contacto
solo ocurren en compresión, los resortes del modelo solo operan en dicha condición. Para el cálculo de las
deformaciones se utilizan las convenciones mostradas en la figura 2.9, teniendo en cuenta la presencia
de la holgura radial, y se calculan las fuerzas ejercidas por todos los resortes, para las direcciones x e
y, como:
Fx =
N∑
i=1
K [(x cos θj + y sin θj)− Cr]3/2 cos θj (2.36)
Fy =
N∑
i=1
K [(x cos θj + y sin θj)− Cr]3/2 sin θj (2.37)
Siendo Cr la holgura radial y θj la posición angular del elemento j.
Ecuaciones de Movimiento
Se plantean las ecuaciones de Newton para el conjunto eje-pista interna en las direcciones x e y, y
se obtienen las ecuaciones de movimiento:
meqx¨+ Cxeqx˙+ Fx = 0 (2.38)
meq y¨ + Cxeq y˙ + Fy = W (2.39)
Modelado de la falla
En la figura 2.10 se muestra un rodamiento y las tres fallas que generalmente se simulan en modelos
de rodamientos: falla en la pista externa, falla en la pista interna y falla en los elementos rodantes. A
su vez existen diferentes formas de simular las fallas. Anteriormente se utilizaba una función escalón en
la superficie del rodamiento, pero modelos más recientes incorporan una semicircunferencia por medio
de una función sinusoidal, para obtener una falla más suave y más acorde con la realidad.
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Falla en la pista externa
Falla en el elemento rodante
Falla en la pista interna
Semicircunferencia
Escalón
Figura 2.10: Falla en rodamiento
En la presencia de una falla localizada, el modelo se ve afectado en el cálculo de las fuerzas que
ejercen los resortes. En el caso de la falla en la pista externa se afecta el calculo de la deformación en
la zona de contacto del elemento rodante y la pista. La falla localizada es modelada como la mitad de
una función seno, y al introducirla en el cálculo de las fuerzas que ejercen los resortes se obtienen las
siguientes expresiones
Fx =
N∑
i=1
K [(x cos θj + y sin θj)− (Cr +Hf )]3/2 cos θj (2.40)
Fy =
N∑
i=1
K [(x cos θj + y sin θj)− (Cr +Hf )]3/2 sin θj (2.41)
donde Hf es la profundidad de la falla dada por la función sinusoidal que da forma a la discontinui-
dad de la pista. La ecuación 2.42 es la expresión utilizada en el modelo para el cálculo de la profundidad
de la falla en términos de Hd que es la profundidad máxima, θt la posición de la falla respecto al eje
coordenado x, θj la posición del elemento rodante j en el instante de tiempo evaluado y ϕ la porción
angular de la pista externa que ocupa la zona con falla.
Hf = Hd sin
(
pi
ϕ
(θt − θj)
)
(2.42)
La pista interna se mueve a la velocidad del eje (ω) y el centro del elemento rodante se mueve a la
velocidad de la jaula (ωc). Si un punto de la pista interna y un punto del centro del elemento rodante
se considera que están a la misma distancia del eje x en el instante inicial, se puede ver que después de
un tiempo t, el punto del centro del elemento rodante se retrasa respecto al punto de la pista interna
por un angulo −(ω−ωc)t. De esta manera las ecuaciones 2.40 y 2.41 pueden ser usadas para calcular la
fuerza de restitución en la pista interna sustituyendo θt en la ecuación 2.42 por la siguiente expresión
θt = (ωc − ω)t+ 2pi/N(N − i) (2.43)
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Simulación En la simulación se utilizan los datos de uno de los rodamientos utilizados en el banco
de pruebas de la Universidad Politécnica Salesiana de Ecuador, y para definir el tamaño de las fallas en
diámetro y profundidad, se toma como referencia la base de datos de fallas en rodamientos desarrollada
por la Case Western Reserve University. La cual cuenta con fallas sintéticas en la pista externa, pista
interna y elementos rodantes. Los valores utilizados en los parámetros del modelo para la simulación
de su funcionamiento se muestran en la Tabla 2.4.
Tabla 2.4: Propiedades físicas y geométricas del rodamiento
Número de bolas (N) 8
Diámetro de la pista interna (Di) 49,912 mm
Diámetro de la pista externa (Do) 80,088 mm
Diámetro del elemento rodante (d) 15 mm
Ángulo de contacto (α) 0
Holgura radial (Cr) 5 µm
Amortiguamiento equivalente (Ceq) 200 Ns/m
Masa del rotor y la pista interna (meq) 0,6 kg
Velocidad del rotor (ω) 1800 rpm
Rigidez equivalente (Keq) 8,37536 GN/m
Posición inicial en x (x0) 1 µm
Posición inicial en y (y0) 1 µm
Velocidad inicial en x (Vx0) 0
Velocidad inical en y (Vy0) 0
Incremento de tiempo (dt) 5 µs
En el experimento de la Case Western, las fallas fueron realizadas mediante electroerosionado de
las pistas y de los elementos rodantes. El diámetro mínimo obtenido mediante este proceso fue de
0,007 pulgadas (0,1778 mm), el diámetro máximo fue de 0,040 pulgadas (1,0160 mm), la profundidad
mínima fue de 0,011 pulgadas (0,2794 mm) y la profundidad máxima 0.150 pulgadas (3,8100 mm).
Por otro lado, en el artículo base de este modelo [12] se toman longitudes de falla en la dirección del
movimiento entre 0,05 mm y 1,5 mm.
La figura 2.11 muestra la respuesta del modelo de rodamiento cuando hay falla en la pista externa.
Se presenta la forma de onda en el tiempo y el espectro de frecuencias. Se observan armónicos de la
BPFO que con los valores de la Tabla 2.4 es de 92,15 Hz. De manera similar la figura 2.12 muestra la
respuesta del modelo cuando hay falla en la pista interna. Se observan los armónicos de la BPFI que
es de 147,84 Hz.
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Figura 2.11: Modelo con falla en pista externa
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Figura 2.12: Modelo con falla en pista interna
En la figura 2.13 se muestra la respuesta del modelo con falla en los elementos rodantes. Se observan
armónicos de 2×BSF donde la BSF corresponde a 61,17 Hz. Como es natural el espectro de frecuencias
en aceleración amplifica las altas frecuencias y el espectro de frecuencias de la señal de vibración en
desplazamiento, amplifica las bajas frecuencias, no obstante, el comportamiento armónico se conserva
en los tres espectros. Se esperaría en un caso real la aparición de bandas laterales en las frecuencias de
falla cuando la profundidad aumenta.
Este modelo matemático en particular no presenta dichas bandas laterales con el aumento de la
amplitud de la falla, solo presenta un incremento en la amplitud de la vibración hasta un punto de
saturación del sistema, en este punto la vibración no varía y el sistema se hace insensible al aumento
de la profundidad.
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Figura 2.13: Modelo con falla en los elementos rodantes
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2.5.2. Modelo de rodamiento 2
Este modelo de rodamiento es una adaptación del modelo de Harsha en [61], en el cual se hace el
modelado de un rotor desbalanceado soportado por rodamientos de bolas. El modelo resultante tiene
un comportamiento no lineal debido al uso de la teoría de contacto Hertziana.
Tabla 2.5: Nomenclatura
δ Deformación
δin Deformación de la pista interna
δout deformación de la pista externa
Fu Fuerza de desbalanceo del sistema
γo Holgura radial
Irotor Momento de inercia del eje rotor
Iin Momento de inercia de la pista interna
Ij Momento de inercia del elemento rodante j
k Rigidez no lineal de contacto
kin Rigidez en la pista interna
kout Rigidez en la pista externa
leff Longitud sobre la cual los elementos rodantes están en contacto
mj Masa del elemento rodante
min Masa de la pista interna
mrotor Masa del eje rotor
Nb Número de elementos rodantes
ω Velocidad angular del eje
φ˙j Velocidad de rotación del elemento rodante j
Q Vector de fuerzas externas
Qc Fuerza de contacto en N
r Radio de la pista interna
rin Vector posición del centro de la pista interna
rout Vector posición del centro de la pista externa
rin−out Vector entre centros de la pista externa e interna
R Radio de la pista externa
ρj Posición del elemento rodante j respecto al centro de la pista
externa
ρr Radio del elemento rodante
t Tiempo
T Energía Cinética
θj Posición angular de cada elemento rodante
θx Angulo del vector χj respecto a la horizontal
V Energía Potencial
W Peso del rotor
χj Posición del elemento rodante j respecto al centro de la pista
interna
xin Posición del centro de la pista interna en el eje x
xout Posición del centro de la pista externa en el eje x
yin Posición del centro de la pista interna en el eje y
yout Posición del centro de la pista externa en el eje y
En este trabajo se utiliza la teoría de deformación Hertziana para modelar la rigidez entre el
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elemento rodante y las pistas externa e interna. La ecuación de Hertz para la deformación elástica que
incluye la línea de contacto entre los cuerpos sólidos está dado por Eschman et al [62].
δ =
4,05
105
Q0,095c
l0,85eff
(2.44)
Donde δ es la deformación en mm, Qc es la fuerza de contacto en N y leff es la longitud sobre la
cual los elementos rodantes están en contacto en mm.
La rigidez no lineal asociada con la línea de contacto está dada por la ecuación 2.45
k = 56065,703× l0,92eff δ0,08 (2.45)
Ecuaciones de movimiento
Para derivar las ecuaciones de movimiento se hace una formulación energética del sistema empleando
la ecuación de Euler-Lagrange, la cual se deriva de la ecuación 2.46 y queda de la forma
d
dt
∂T
∂q˙
− ∂T
∂q
+
∂V
∂q
= Q (2.46)
La coordenada generalizada q puede ser un vector de coordenadas linealmente independientes y así
mismo Q corresponde al vector de fuerzas compuesto por las fuerzas aplicadas en la dirección de cada
coordenada generalizada.
En el balance de las energías cinética (T ) y potencial (V ), se suman los componentes de los elementos
rodantes, la pista interna, la pista externa y el rotor.
T = Te.r + Tp.i + Tp.e + Tr (2.47)
V = Ve.r + Vp.i + Vp.e + Vrig + Vr (2.48)
donde Te.r es la energía cinética en los elementos rodantes, Tp.i es la energía cinética en la pista
interna, Tp.e en la pista externa y Tr la producida por el movimiento del rotor. Ve.r es la energía
potencial de los elementos rodantes, Vp.i la de la pista interna, Vp.e la de la pista externa, Vrig indica
la energía potencial de la rigidez asociada a la deformación de las pistas por los elementos rodantes.
En la figura 2.14 se muestran las variables empleadas en el modelo de rodamiento, las coordenadas
generalizadas son los radios de posición de los elementos rodantes respecto a la pista interna ρj y las
coordenadas del centro de la pista interna xin y yin.
Contribución de la pista interna
Tp.i =
1
2
min(r˙in · r˙in) + 1
2
Iinφ˙
2 =
1
2
min(x˙
2
in + y˙
2
in) +
1
2
Iinφ˙
2 (2.49)
Vp.i = ming(yin−out + yout) (2.50)
Contribución de la pista externa
Tp.e = 0 (2.51)
Vp.e = mp.e g yout (2.52)
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Figura 2.14: Modelo masa-resorte del rodamiento
Contribución de los elementos rodantes
Te.r =
Nb∑
j=1
Tj (2.53)
Tj =
1
2
mj(ρ˙j + r˙out) · (ρ˙j + r˙out) + 1
2
Ij φ˙j
2
(2.54)
donde
R(φ˙out − θ˙j) = −ρr(φ˙j − θ˙j)
φ˙j = θ˙j(1 +
R
ρr
)
Las energías cinética y potencial de los elementos rodantes se expresan de la siguiente manera
Te.r =
Nb∑
j=1
{
1
2
mj(ρ˙
2
j + ρ
2
j θ˙
2
j ) +
1
2
Ij θ˙
2
j (1 +
R
ρr
)2
}
(2.55)
Ve.r =
Nb∑
j=1
{mjg(ρj sin θj + yout)} = mjgNbyout +
Nb∑
j=1
(mjgρj sin θj) (2.56)
Contribución del rotor
Trotor =
1
2
mrotor(x˙
2
in + y˙
2
in) +
1
2
Irotorω
2 (2.57)
Vrotor = mrotorg(yin−out + yout) (2.58)
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Deformación por contacto
Vsprings =
Nb∑
j=1
1
2
kinδ
2
in +
Nb∑
j=1
1
2
koutδ
2
out (2.59)
Las deformaciones de las pistas interna y externa δin y δout solo son efectivas en compresión y están
dadas por las siguientes expresiones
δin = [{r + ρr + γo} − χj ]→ Si {r + ρr + γo} > χj (2.60)
δout = [R− {ρj + ρr + γo}]→ Si {ρj + ρr + γo} > R (2.61)
La energía cinética y potencial total del sistema se obtiene sumando las contribuciones indepen-
dientes de las partes del rodamiento. Para obtener la energía cinética total del sistema se suman las
ecuaciones 2.49, 2.51, 2.55 y 2.57, tal como se muestra en la ecuación 2.62.
Para obtener la energía potencial total del sistema se suman las ecuaciones 2.50, 2.52, 2.56, 2.58 y
2.59, tal como se muestra en la ecuación 2.63.
T = 12min(x˙
2
in + y˙
2
in) +
∑Nb
j=1
{
1
2mj(ρ˙
2
j + ρ
2
j θ˙
2
j ) +
1
2Ij θ˙
2
j (1 +
R
ρr
)2
}
+ 12mrotor(x˙
2
in + y˙
2
in) +
1
2Irotorω
2
(2.62)
V = ming(yin−out + yout) +mp.egyout +mjgNbyout +
∑Nb
j=1(mjgρj sin θj)
+mrotorg(yin−out + yout) +
∑Nb
j=1
1
2kinδ
2
in +
∑Nb
j=1
1
2koutδ
2
out
(2.63)
Ecuaciones de movimiento Reemplazando las ecuaciones 2.62 y 2.63 en las ecuaciones de Euler
Lagrange 2.46 se obtienen las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento del sistema.
Respecto a ρj :
mj ρ¨j −mjρj θ˙2 +mjg sin θj + 1
2
∂kin
∂ρj
δ2in +
1
2
∂kout
∂ρj
δ2out − kinδin
∂χj
∂ρj
− koutδout = 0 (2.64)
Respecto a xin:
(mrotor +min)x¨in −
Nb∑
j=1
kinδin
∂χj
∂xin
= Fu cosωt (2.65)
Respecto a yin:
(mrotor +min)y¨in −
Nb∑
j=1
kinδin
∂χj
∂yin
+ (min +mrotor)g = W + Fu sinωt (2.66)
Las ecuaciones 2.64, 2.65 y 2.66 forman un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que debe
ser resuelto por métodos numéricos.
La deformación del elemento rodante respecto a la pista interna se obtiene de la siguiente manera:
xin + χj cos θx = xout + ρj cos θj (2.67)
yin + χj cos θx = yout + ρj sin θj (2.68)
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elevando al cuadrado y sumando las dos ecuaciones, se anulan los términos que contienen θx
χ2j = (xout − xin)2 + ρ2j + 2ρj(xout − xin) cos θj + 2ρj(yout − yin) sin θj + (yout − yin)2 (2.69)
Se calculan las derivadas parciales de χj respecto a ρj , xin y yin
∂χj
∂ρj
=
ρj + (xout − xin) cos θj + (yout − yin) sin θj
χj
(2.70)
∂χj
∂xin
=
(xout − xin)− ρj cos θj
χj
(2.71)
∂χj
∂yin
=
(yout − yin)− ρj sin θj
χj
(2.72)
Simulación
En este modelo se utiliza la fuerza producida por el desbalanceo para inducir variaciones en el
comportamiento.
En la figura 2.15 se muestra el desplazamiento del centro del rodamiento en los ejes coordenados x
y y. Se observa un estado transitorio inicial el cual depende en su extensión en el tiempo del amortigua-
miento externo o artificial aplicado al sistema en sus ecuaciones diferenciales. Dicho amortiguamiento
tiene la función exclusiva de disminuir el tiempo de la respuesta transitoria del modelo. La FFT de las
posiciones en x y y muestra un componente que corresponde a la frecuencia de la señal sinusoidal que
queda posterior a la etapa transitoria de la simulación del modelo. A su vez la figura 2.16 muestra la
oscilación de la posición de los elementos rodantes respecto al centro del rodamiento. De manera similar
a la posición del centro del rodamiento, se observa un transitorio y posteriormente una estabilización
oscilatoria de las trayectorias.
Por último en la figura 2.17 se observan las órbitas del centro del rodamiento sin la etapa transitoria,
esta trayectoria se debe a la aplicación de un desbalanceo remanente en el modelo del diez por ciento
del peso del rotor.
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Figura 2.15: Posición del centro del rodamiento y FFT
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Figura 2.16: Posición de los elementos rodantes respecto al centro de la pista interna
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Figura 2.17: Órbitas del modelo en el estado estacionario
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2.5.3. Modelo de rodamiento 3
Se propone un modelo de rodamiento de bolas radial de doble hilera, en el cual se tienen en cuenta
la fuerza centrífuga de los elementos rodantes y el efecto giroscópico de la pista interna y el eje. Debido
al número de grados de libertad y a la formulación misma del modelo, es posible introducir precargas
en los tres ejes coordenados tal y como ocurre con un sistema real, el cual, por motivos de ajustes
de las piezas durante el montaje quedan precargas o incluso debido a un incorrecto montaje de los
rodamientos se pueden presentar estas fuerzas constantes en el sistema. En la Tabla 2.6 se presenta la
nomenclatura utilizada.
Tabla 2.6: Nomenclatura empleada en el modelo
X, Y , Z Sistema de referencia inercial unido a la pista externa del
rodamiento
N Número de elementos rodantes por hilera
θX Rotación del sistema equivalente en el eje X
θY Rotación del sistema equivalente en el eje Y
θj Posición del elemento rodante j
T Energía Cinética
V Energía Potencial
Q Fuerzas externas en la dirección de la coordenada generalizada q
q Coordenada generalizada
xin Traslación del centro de la pista interna en el eje X
yin Traslación del centro de la pista interna en el eje Y
zin Traslación del centro de la pista interna en el eje Z
min Masa de la pista interna
mr Masa del rotor
mj Masa del elemento rodante
mext Masa de la pista externa
ρj Posición del elemento rodante respecto al centro de la pista
interna
ρj1 Posición del elemento rodante de la hilera 1
ρj2 Posición del elemento rodante de la hilera 2
r Vector posición del centro de la pista interna
rin Radio de la pista interna en el punto de contacto con el elemento
rodante
rb Radio del elemento rodante
NC Exponente de la teoría de deformación hertziana
R Radio de la pista externa
Rext Radio externo del rodamiento
B Ancho del rodamiento
IT Momento de inercia de la pista interna y el eje
Ij Momento de inercia del elemento rodante
α Angulo de contacto sin deformación angular
γ Holgura radial
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Figura 2.18: Modelo de rodamiento
En la Figura 2.18 se muestra la simplificación del rodamiento en un modelo de 5 grados de libertad
donde la pista interna y el eje se simula como un cilindro con tres movimientos en los ejes coordenados
X, Y y Z y rotaciones θX , θY , en los ejes correspondientes X y Y , la rotación en el eje Z corresponde
a la velocidad angular del eje motor, por lo tanto θ˙Z es conocido y no es una coordenada generalizada
del modelo. En la Figura 2.19 se observan los cinco grados de libertad que componen el modelo y los
ángulos de rotación de la pista interna θX , θY con su respectiva referencia.
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Figura 2.19: Grados de libertad del modelo
Se establecen las siguientes consideraciones en la formulación del modelo matemático
La pista externa está fija y su centro se toma como punto de referencia del sistema coordenado
X, Y , Z.
La pista interna y los elementos rodantes siempre están en el mismo plano.
La pista externa está contenida en una esfera.
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Las coordenadas generalizadas del modelo son los cinco grados de libertad de la pista interna
traducidos en los movimientos en X, Y , Z y las dos rotaciones θX , θY . Y los vectores de posición
de los elementos rodantes ρj para cada hilera respecto al centro de la pista interna.
Ecuaciones de movimiento Para derivar las ecuaciones de movimiento se hace una formulación
energética del sistema empleando la ecuación de Euler-Lagrange para un sistema conservativo, la cual
se deriva de la ecuación 2.73 y queda de la forma
d
dt
∂T
∂q˙i
− ∂T
∂qi
+
∂V
∂qi
= Qi (2.73)
La coordenada generalizada qi es un vector que se compone de las traslaciones en los ejes coorde-
nados X, Y , Z, las rotaciones θX , θY y los radios vectores de cada elemento rodante respecto al centro
de la pista interna ρj . Qi corresponde al vector de fuerzas externas compuesto por las fuerzas aplica-
das en la dirección de cada coordenada generalizada, el efecto de la fuerza centrífuga y el momento
giroscópico.
En el balance de las energías cinética (T ) y potencial (V ), se suman los componentes de los elementos
rodantes, la pista interna, la pista externa y el rotor.
La energía cinética del sistema se expresa de la siguiente manera.
T = 12 (min +mr)(x˙
2
in + y˙
2
in + z˙
2
in) +
1
2IT θ˙
2
x +
1
2IT θ˙
2
y
+
∑N
j=1
{
1
2mj
(
(r˙ + ρ˙j) · (r˙ + ρ˙j) + ρ2j θ˙2in
)
+ 12Ij φ˙
2
j
}
+ 12IT θ˙
2
in
(2.74)
donde
N∑
j=1
1
2
mj(r˙ + ρ˙j) · (r˙ + ρ˙j) =
N∑
j=1
1
2
(r˙ + ρ˙j1) · (r˙ + ρ˙j1) +
N∑
j=1
1
2
mj(r˙ + ρ˙j2) · (r˙ + ρ˙j2) (2.75)
es la energía cinética de los elementos rodantes debido a la traslación y se suman las contribuciones
de las dos hileras. Para poner la ecuación de la energía cinética de una manera más compacta se utiliza
una notación general para la suma de todos los elementos rodantes sin discriminar la hilera a la cual
pertenecen.
Se ubica un sistema de coordenadas en el centro de la pista interna para calcular la matriz de trans-
formación del vector posición de los elementos rodantes respecto al sistema de coordenadas inercial. El
vector de posición de los elementos rodantes ρj se referencia respecto al sistema de coordenadas x′, y′,
z′ y luego se realiza la transformación de coordenadas al sistema de referencia inercial X, Y , Z . En
la Figura 2.20 se observan el vector ρj y los ángulos de presión α y de posición del elemento rodante
θj , que definen la ubicación en el sistema x′, y′, z′, el cual puede ser determinado mediante
ρjx′y′z′ = ρj(cosα cos θj iˆ+ cosα sin θj jˆ + sinαkˆ) (2.76)
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Figura 2.20: Proyección vector ρj respecto al sistema X, Y , Z.
En la Figura 2.21 se muestran las rotaciones posibles del sistema de ejes coordenado θX y θY y las
proyecciones de los ejes coordenados x′, y′, z′ sobre el sistema de coordenadas inercial
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Figura 2.21: Rotación de los ejes
La rotación θX en el eje X se representa mediante la matriz de transformación: XY
Z
 =
 1 0 00 cos θx − sin θx
0 sin θx cos θx
 x′y′
z′
 (2.77)
La rotación θY en el eje Y se representa de la siguiente manera. XY
Z
 =
 cos θy 0 sin θy0 1 0
− sin θy 0 cos θy
 x′y′
z′
 (2.78)
La rotación conjunta de los dos ejes lleva a la siguiente matriz de rotación XY
Z
 =
 cos θy 0 sin θysin θx sin θy cos θx − sin θx cos θy
− cos θx sin θy sin θx cos θx cos θy
 x′y′
z′
 (2.79)
El vector de posición de los elementos rodantes ρj , respecto al sistema de referencia inercial X, Y ,
Z, se calcula de la siguiente forma
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ρjXY Z = ρj
 cos θy 0 sin θysin θx sin θy cos θx − sin θx cos θy
− cos θx sin θy sin θx cos θx cos θy
 cosα cos θjcosα sin θj
sinα
 (2.80)
ρjXY Z = ρj(ρ
j
X i + ρ
j
Y j + ρ
j
Zk) (2.81)
ρjX = cos θy cosα cos θj + sin θy sinα (2.82)
ρjY = sin θx sin θy cosα cos θj + cos θx cosα sin θj − sin θx cos θy sinα (2.83)
ρjZ = − cos θx sin θy cosα cos θj + sin θx cosα sin θj + cos θx cos θy sinα (2.84)
El angulo α es el ángulo de contacto del rodamiento, tal como se muestra en la Figura 2.22.
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Figura 2.22: Angulo de contacto
La energía potencial del sistema se expresa de la siguiente manera.
V = (min +mr)gyin +
∑N
j=1mjg(yin + ρjρ
j
Y ) +
∑N
j=1
1
Nc+1
kinδ
2
in+
+
∑N
j=1
1
Nc+1
kextδ
2
ext+
(2.85)
donde NC es el exponente proveniente de la teoría de deformación hertziana que para rodamientos
de bolas es 3/2 [54]. La expresión de la energía potencial en este modelo no se integra directamente de
la relación hertziana, sino que se hace una aproximación para calcularla de manera tradicional con la
ley de Hooke.
De manera simplificada la energía potencial se asume de la siguiente forma
V = (min +mr)gyin +
∑N
j=1mjg(yin + ρjρ
j
Y ) +
∑N
j=1
2
5kinδ
2
in+
+
∑N
j=1
2
5kextδ
2
ext+
(2.86)
Al calcular la rigidez de las partes en contacto, se utiliza la teoría de deformación Hertziana. Las
deformaciones de la pista externa y la pista interna se calculan de la siguiente forma
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δjext+ =

(| −→r +−→ρ j | +rb + γ)−R
0
Cuando | −→r +−→ρ j | +γ ≥ R
para cualquier otro caso
(2.87)
δjin+ =

rin − (ρj − rb − γ)
0
Cuando rin ≥ (ρj − rb)
para cualquier otro caso
(2.88)
donde
| −→r +−→ρ j |=
√(
xin + ρjρ
j
X
)2
+
(
yin + ρjρ
j
Y
)2
+
(
zin + ρjρ
j
Z
)2
(2.89)
El signo positivo (+) en las deformaciones externa e interna se utiliza para indicar que son de-
formaciones exclusivamente positivas, como lo indica su formulación en caso que el cálculo se haga
negativo por definición se hace cero. Esto se explica porque físicamente cuando el cálculo se hace cero,
los elementos pierden el contacto.
El último término a determinar para aplicar las ecuaciones de Euler - Lagrange son las fuerzas
externas aplicadas sobre el sistema. Estas fuerzas se deben al amortiguamiento equivalente calculado
en los puntos de contacto de los elementos rodantes, a la fuerza centrífuga y al efecto giroscópico.
Para el j-esimo elemento rodante, la fuerza de amortiguamiento equivalente es calculada como
F jd−in =
3
2
ckcontact−inδ
j1/2
in+ δ˙
j
in+ (2.90)
F jd−out =
3
2
ckcontact−extδ
j1/2
ext+δ˙
j
ext+ (2.91)
La fuerza de amortiguamiento total se calcula como
F jd = F
j
d−in + F
j
d−ext (2.92)
Se incorpora una precarga que puede ser vertical y/o axial
Fpc = Fpcx + Fpcy + Fpcz (2.93)
La fuerza centrífuga y el momento giroscópico se expresan de la forma
Fej = mjρj θ˙
2
in (2.94)
Mgy = Itθ˙inθ˙x (2.95)
Mgx = −Itθ˙inθ˙y (2.96)
La fuerza centrífuga se calcula en los elementos rodantes y el momento giroscópico se aplica a la
pista interna y eje. El ángulo entre la velocidad de rotación θ˙in y la velocidad de las rotaciones θ˙x y
θ˙y siempre es 90◦
El vector de coordenadas generalizadas del modelo de rodamiento se define como
−→q = [ xin yin zin θx θy ρ11 ρ21 ... ρN1 ρ12 ρ22 ... ρN2 ]T (2.97)
Las ecuaciones de movimiento del modelo son
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(min +mr)x¨in +
N∑
j=1
4
5
kinδin+
∂δin
∂xin
+
N∑
j=1
4
5
koutδext+
∂δext
∂xin
= Fpcx (2.98)
(min +mr)y¨in +
N∑
j=1
4
5
kinδin+
∂δin
∂yin
+
N∑
j=1
4
5
kextδext+
∂δext
∂yin
= Fpcy (2.99)
(min +mr)z¨in +
N∑
j=1
4
5
kinδin+
∂δin
∂zin
+
N∑
j=1
4
5
kextδext+
∂δext
∂zin
= Fpcz (2.100)
IT θ¨x +
∂V
∂θx
= Mgx (2.101)
IT θ¨y +
∂V
∂θy
= Mgy (2.102)
mj ρ¨j −mjρj θ˙2 +mjgρj cosαj sin θj + ∂
∂ρj
(
2
5
kinδ
2
in+
)
+
∂
∂ρj
(
2
5
koutδ
2
out+
)
= F jd + F
j
e (2.103)
donde
∂δin
∂xin
= 0,
∂δin
∂yin
= 0,
∂δin
∂zin
= 0 (2.104)
∂δext
∂xin
=
xin + ρjρ
j
X
| −→r +−→ρ j | ,
∂δext
∂yin
=
yin + ρjρ
j
Y
| −→r +−→ρ j | ,
∂δext
∂zin
=
zin + ρjρ
j
Z
| −→r +−→ρ j | (2.105)
∂V
∂θx
=
∂
∂θx

N∑
j=1
mjg
(
yin + ρjρ
j
Y
)+ ∂∂θx

N∑
j=1
1
Nc + 1
kextδ
2
ext+
 (2.106)
∂V
∂θx
=
∑N
j=1mjgρj (cos θx sin θy cosα cos θj − sin θx cosα sin θj − cos θx cos θy sinα)
+
∑N
j=1
2
Nc+1
kextδext
∂δext
∂θx
(2.107)
∂δext
∂θx
=
(
xin + ρjρ
j
X
)
∂ρjX
∂θx
+
(
yin + ρjρ
j
Y
)
∂ρjY
∂θx
+
(
zin + ρjρ
j
Z
)
∂ρjZ
∂θx
| −→r +−→ρ j | (2.108)
∂ρjX
∂θx
= 0 (2.109)
∂ρjY
∂θx
= cos θx sin θy cosα cos θj − sin θx cosα sin θj − cos θx cos θy sinα (2.110)
∂ρjZ
∂θx
= sin θx sin θy cosα cos θj + cos θx cosα sin θj − sin θx cos θy sinα (2.111)
∂V
∂θy
=
∂
∂θy

N∑
j=1
mjg
(
yin + ρjρ
j
Y
)+ ∂∂θy

N∑
j=1
1
Nc + 1
kextδ
2
ext+
 (2.112)
39
∂V
∂θy
=
∑N
j=1mjgρj (sin θx cos θy cosα cos θj + sin θx sin θy sinα)
+
∑N
j=1
2
Nc+1
kextδext
∂δext
∂θy
(2.113)
∂δext
∂θy
= −
(
xin + ρjρ
j
X
)
∂ρjX
∂θy
+
(
yin + ρjρ
j
Y
)
∂ρjY
∂θy
+
(
zin + ρjρ
j
Z
)
∂ρjZ
∂θy
| −→r +−→ρ j | (2.114)
∂ρjX
∂θy
= − sin θy cosα cos θj + cos θy sinα (2.115)
∂ρjY
∂θy
= sin θx cos θy cosα cos θj + sin θx sin θy sinα (2.116)
∂ρjZ
∂θy
= − cos θx cos θy cosα cos θj − cos θx sin θy sinα (2.117)
Simulación Los valores utilizados en los parámetros del modelo para la simulación de su funciona-
miento, se muestran en la Tabla 2.7
Tabla 2.7: Propiedades físicas y geométricas del rodamiento
Masa de los elementos rodantes (mj) 0,06 kg
Masa de la pista interna (min) 0,09 kg
Masa de la pista externa (mext) 0,09 kg
Masa del rotor (mr) 6 kg
Radio de la pista interna (rin) 23 mm
Radio de la pista externa (R) 31 mm
Radio de cada elemento rodante (rb) 4 mm
Holgura radial (γ) 19 - 35 µm
Número de elementos rodantes (N) por cada hilera 14
Posición inicial radial de cada elemento rodante (ρj) 27 mm
Ancho del rodamiento (B) 16 mm
Angulo de contacto inicial (α) 5°
Radio interno mínimo (rmin) 15
Radio externo del rodamiento (Rext) 31
Material
Este modelo se simula sin la inclusión de fallas. Las aceleraciones no llegan a un estado estacionario
como se muestra en la figura 2.23. La FFT de la aceleración en x tiene un pico significativo en 1/2X
como se puede ver en la figura 2.24. Ademas en la figura 2.25 se muestra la posición de los elementos
rodantes y se presenta una traslación del centro del rodamiento que no concuerda con la realidad.
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Figura 2.23: Aceleraciones del modelo
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Figura 2.24: FFT en bajas frecuencias de la aceleración en x
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Figura 2.25: Posición de los elementos rodantes
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2.5.4. Modelo de rodamiento 4
En este modelo de rodamiento se propone una formulación energética por medio de las ecuaciones
de Euler-Lagrange. En este modelo se asume una rigidez y amortiguamiento de la estructura respecto
al soporte en las tres direcciones de movimiento de traslación y en las dos rotaciones. En la tabla 2.8
se muestra la nomenclatura de la variables usadas en el modelo.
Tabla 2.8: Nomenclatura empleada en el modelo
B Ancho del rodamiento
IT Momento de inercia de la pista interna y el eje
Ij Momento de inercia del elemento rodante
N Número de elementos rodantes por hilera
NC Exponente de la teoría de deformación hertziana
Q Fuerzas externas en la dirección de la coordenada generalizada q
R Radio de la pista externa
Rext Radio externo del rodamiento
T Energía Cinética
Tr Energía cinética de los elementos rodantes
Tin Energía cinética del eje y la pista interna
V Energía Potencial
Vin Energía potencial del eje y la pista interna
Vr Energía potencial de los elementos rodantes
X, Y , Z Sistema de referencia inercial unido a la pista externa del rodamiento
θX Rotación del sistema equivalente en el eje X
θY Rotación del sistema equivalente en el eje Y
θj Posición del elemento rodante j
c Amortiguamiento
kinr Rigidez respecto a la pista interna del elemento rodante
koutr Rigidez respecto a la pista externa del elemento rodante
q Coordenada generalizada
xin Traslación del centro de la pista interna en el eje X
yin Traslación del centro de la pista interna en el eje Y
zin Traslación del centro de la pista interna en el eje Z
min Masa de la pista interna
mr Masa del rotor
mj Masa del elemento rodante
mext Masa de la pista externa
ρj Posición del elemento rodante respecto al centro de la pista interna
ρj1 Posición del elemento rodante de la hilera 1
ρj2 Posición del elemento rodante de la hilera 2
r Vector posición del centro de la pista interna
rin Radio de la pista interna en el punto de contacto con el elemento
rodante
rb Radio del elemento rodante
α Angulo de contacto sin deformación angular
γ Holgura radial
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ω Velocidad angular del eje
vj Velocidad lineal del j-ésimo elemento rodante
δinj Deformación del elemento rodante j respecto a la pista interna
δoutj Deformación del elemento rodante j respecto a la pista externa
δθx Deformación angular respecto alrededor del eje x
δθy Deformación angular respecto alrededor del eje y
θx Rotación de la pista interna en el eje x
θy Rotación de la pista interna en el eje y
La energía cinética del eje y la pista interna se calcula de la siguiente manera
Tin =
1
2
min(x˙
2
in + y˙
2
in + z˙
2
in) +
1
2
IT θ˙
2
x +
1
2
IT θ˙
2
y +
1
2
ITω
2 (2.118)
la contribución de los elementos rodantes
Tr =
N∑
j=1
{
1
2
mrρ˙
2
j +
1
2
mrv
2
j +
1
2
Irω
2
j +
1
2
mr(x˙
2
in + y˙
2
in + z˙
2
in)
}
(2.119)
La energía potencial de la pista interna y el eje se expresa de la siguiente manera
Vin =
1
2
kinxx
2
in +
1
2
kinyy
2
in +
1
2
kinzz
2
in +
1
2
kinθδ
2
θx +
1
2
kinθδ
2
θy (2.120)
la contribución de los elementos rodantes
Vr =
N∑
j=1
(
1
2
kinrδ
2
inj +
1
2
koutrδ
2
outj
)
(2.121)
donde
δinj = ρj − rin (2.122)
δoutj = |~ρj + ~rxyz| − rout (2.123)
~rxyz = xiniˆ+ yinjˆ + zinkˆ (2.124)
kinr = 7,055 ∗ 107 ∗
√
δinj (2.125)
koutr = 7,055 ∗ 107 ∗
√
δoutj (2.126)
δθx = rθx (2.127)
δθy = rθy (2.128)
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange
d
dt
∂T
∂q˙
− ∂T
∂q
+
∂V
∂q
= Q
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para xin:
minx¨in − (0) + (kinxxin +
N∑
j=1
(
∂koutr
∂xin
δoutj + koutr
∂δoutj
∂xin
)) = Fx − cx˙in (2.129)
para yin:
miny¨in − (0) + (kinyyin + (
N∑
j=1
∂koutr
∂yin
δoutj + koutr
∂δoutj
∂yin
)) = Fy − c· y˙in (2.130)
para zin:
minz¨in − (0) + (kinzzin + (
N∑
j=1
∂koutr
∂zin
δoutj + koutr
∂δoutj
∂zin
)) = Fz − c· z˙in (2.131)
para θx:
IT θ¨x − (0) + (kinzδθx ∗ ∂δθx
∂θx
+
N∑
j=1
koutδoutj
∂δoutj
∂θx
) = −ITωθ˙y − c· routθ˙y (2.132)
para θy:
IT θ¨y − (0) + (kinzδθy ∗ ∂δθy
∂θy
+
N∑
j=1
koutδoutj
∂δoutj
∂θy
) = ITωinθ˙x − c· routθ˙x (2.133)
para ρj :
mj ρ¨j − (0) + (kinrδinj ∗ ∂δinj
∂ρj
+ koutrδoutj
∂δoutj
∂ρj
) = Fej − c· ρ˙j (2.134)
donde
∂koutr
∂xin
= 7,055 ∗ 107 1√
δoutj
∂δoutj
∂xin
(2.135)
∂koutr
∂yin
= 7,055 ∗ 107 1√
δoutj
∂δoutj
∂yin
(2.136)
∂koutr
∂zin
= 7,055 ∗ 107 1√
δoutj
∂δoutj
∂zin
(2.137)
Simulación Los valores utilizados en los parámetros del modelo para la simulación de su funciona-
miento, se muestran en la Tabla 2.9
En la simulación se aplica una precarga en el eje x de 100 N. La figura 2.26 muestra las órbitas
del rodamiento en la simulación de un segundo. La figura 2.27 muestra las aceleraciones del centro
del rodamiento en los ejes coordenados y en las figuras 2.28 y 2.29 se observa la FFT de la señal de
aceleración del modelo y la FFT de la señal en bajas frecuencias (hasta 500 Hz). Ademas, en la figura
2.29 se identifica el efecto de la precarga como un incremento en la cantidad y en la amplitud de los
armónicos de la velocidad de rotación del rodamiento. Especialmente un incremento significativo en la
frecuencia 2X.
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Tabla 2.9: Propiedades físicas y geométricas del rodamiento
Masa de los elementos rodantes (mj) 0,06 kg
Masa de la pista interna (min) 0,09 kg
Masa de la pista externa (mext) 0,09 kg
Masa del rotor (mr) 6 kg
Radio de la pista interna (rin) 23 mm
Radio de la pista externa (R) 31 mm
Radio de cada elemento rodante (rb) 4 mm
Holgura radial (γ) 19 - 35 µm
Número de elementos rodantes (N) por cada hilera 14
Posición inicial radial de cada elemento rodante (ρj) 27 mm
Ancho del rodamiento (B) 16 mm
Angulo de contacto inicial (α) 5°
Radio interno mínimo (rmin) 15
Radio externo del rodamiento (Rext) 31
Material
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Figura 2.26: Órbitas del modelo
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Figura 2.27: Aceleraciones del modelo en los ejes coordenados
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Figura 2.28: FFT de la aceleración en x
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Figura 2.29: FFT en bajas frecuencias de la aceleración en x
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Figura 2.30: Diagrama con diferentes posiciones de los elementos rodantes.
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2.5.5. Modelo de rodamiento 5
En este modelo de cinco grados de libertad principales, se formula con las ecuaciones de Euler -
Lagrange, al igual que los modelos 3 y 4 se simula un rodamiento radial de doble hilera con las mismas
características, tal y como se muestra en la sección de simulación del modelo. La figura 2.31 muestra
las variables del modelo.
Tabla 2.10: Nomenclatura empleada en el modelo
B Ancho del rodamiento
IT Momento de inercia de la pista interna y el eje
Ij Momento de inercia del elemento rodante
Mgx Momento giroscópico en x
Mgy Momento giroscópico en y
N Número de elementos rodantes por hilera
Q Fuerzas externas en la dirección de la coordenada generalizada q
R Radio de la pista externa
Rext Radio externo del rodamiento
T Energía Cinética
Tr Energía cinética de los elementos rodantes
Tin Energía cinética del eje y la pista interna
V Energía Potencial
Vin Energía potencial del eje y la pista interna
Vr Energía potencial de los elementos rodantes
X, Y , Z Sistema de referencia inercial unido a la pista externa del rodamiento
θX Rotación del sistema equivalente en el eje X
θY Rotación del sistema equivalente en el eje Y
θj Posición del elemento rodante j
c Amortiguamiento
kin Rigidez del elemento rodante respecto de la pista interna
kout Rigidez del elemento rodante respecto de la pista externa
q Coordenada generalizada
xin Traslación del centro de la pista interna en el eje X
yin Traslación del centro de la pista interna en el eje Y
zin Traslación del centro de la pista interna en el eje Z
min Masa de la pista interna
mr Masa del rotor
mj Masa del elemento rodante
mext Masa de la pista externa
ρj Posición del elemento rodante respecto al centro de la pista interna
ρj1 Posición del elemento rodante de la hilera 1
ρj2 Posición del elemento rodante de la hilera 2
r Vector posición del centro de la pista interna
rin Radio de la pista interna en el punto de contacto con el elemento
rodante
49
rb Radio del elemento rodante
α Angulo de contacto sin deformación angular
γ Holgura radial
θ˙in Velocidad angular del eje
φ˙b Velocidad angular del elemento rodante
ωc Velocidad angular de la canastilla
vj Velocidad lineal del j-ésimo elemento rodante
δjin Deformación del elemento rodante j respecto a la pista interna
δjout Deformación del elemento rodante j respecto a la pista externa
θx Rotación de la pista interna en el eje x
θy Rotación de la pista interna en el eje y
χj vector posición del elemento rodante respecto a la pista interna
λθ Proyección unitaria del vector posición del elemento rodante respecto
al sistema de coordenadas de referencia
λx Proyección del vector posición del elemento rodante respecto al eje x
del sistema de coordenadas de referencia
λy Proyección del vector posición del elemento rodante respecto al eje y
del sistema de coordenadas de referencia
λz Proyección del vector posición del elemento rodante respecto al eje z
del sistema de coordenadas de referencia
ρ
j
x
y
χ
j
Pista Externa
Pista Interna
R
r
min
rin→
mout
θj
(kin)
j
(kout)
j
Figura 2.31: Modelo de rodamiento
Las deformaciones en la pista externa e interna se calculan de la siguiente manera
δjout =

(ρj + rb)−R
0
Cuando ρj + rb) ≥ R
para cualquier otro caso
(2.138)
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δjin =

r − (χj − rb)
0
Cuando r ≥ (χj − rb)
para cualquier otro caso
(2.139)
Se calcula la proyección del vector posición del elemento rodante respecto al sistema de coordenadas
de referencia, mediante el vector unitario λθ, el cual tiene en cuenta las rotaciones respecto a los ejes
x y y .
λθ = λxi + λyj + λzk (2.140)
λx = cos θy cosα cos θj + sin θy sinα (2.141)
λy = sin θx sin θy cosα cos θj + cos θx cosα sin θj − sin θx cos θy sinα (2.142)
λz = − cos θx sin θy cosα cos θj + sin θx cosα sin θj + cos θx cos θy sinα (2.143)
Se calcula la relación entre el vector posición respecto a la pista externa ρj y el vector posición del
elemento rodante respecto a la pista interna χj .
A→ xin + χj · λx = ρj cosα cosβ
B → yin + χj · λy = ρj sinα
C → zin + χj · λz = ρj cosα sinβ
haciendo A2 +B2 + C2
(xin + χj · λx)2 + (yin + χj · λy)2 + (zin + χj · λz)2 = ρ2j (2.144)
se calcula la energía cinética del sistema
T = 12 (min +mr)(x˙
2
in + y˙
2
in + z˙
2
in) +
1
2IT θ˙
2
x +
1
2IT θ˙
2
y +
1
2IT θ˙
2
in
+
∑N
j=i
{
1
2mjχ˙
2
j +
1
2mj(χjωc)
2 + 12Ibω
2
c +
1
2Ibφ˙
2
b
} (2.145)
donde
Ij =
2
5
mjr
2
b
rθ˙in = 2rbφ˙b → φ˙b = rθ˙in
2rb
rbφ˙b = (r + rb)ωc → ωc = rθ˙in
r + rb
1
2
Ibω
2
c +
1
2
Ibφ˙
2
b = Armj θ˙
2
in → Ar =
1
5
(
rbr
r + rb
)2 +
1
20
r2
la energía cinética queda de la siguiente forma
T = 12 (min +mr)(x˙
2
in + y˙
2
in + z˙
2
in) +
1
2IT θ˙
2
x +
1
2IT θ˙
2
y +
1
2IT θ˙
2
in
+
∑N
j=i
{
1
2mjχ˙
2
j +
1
2mj(χj · rθ˙inr+rb )2 +Armj θ˙in
} (2.146)
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La energía potencial se calcula de la siguiente forma
V = (min +mr)gyin +
N∑
j=1
mjg(yin + χjλy) +
N∑
j=1
2
5
kinδ
2
in +
N∑
j=1
2
5
koutδ
2
out (2.147)
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange
d
dt
∂T
∂q˙
− ∂T
∂q
+
∂V
∂q
= Q
para xin:
(min +mr)x¨in +
N∑
j=1
4
5
kinδin
∂δin
∂xin
+
N∑
j=1
4
5
koutδout
∂δext
∂xin
= Fpcx − cx˙in (2.148)
para yin:
(min +mr)y¨in +
N∑
j=1
4
5
kinδin
∂δin
∂yin
+
N∑
j=1
4
5
koutδout
∂δout
∂yin
= Fpcy − cy˙in (2.149)
para zin:
(min +mr)z¨in +
N∑
j=1
4
5
kinδin
∂δin
∂zin
+
N∑
j=1
4
5
koutδout
∂δout
∂zin
= Fpcz − cz˙in (2.150)
para θx:
IT θ¨x +
∂V
∂θx
= Mgx (2.151)
para θy:
IT θ¨y +
∂V
∂θy
= Mgy (2.152)
para χj :
mjχ¨j −mjχj
(
rθ˙in
r + rb
)2
+
∂V
∂χj
= 0 (2.153)
donde
∂V
∂χj
= mjgλyj +
4
5
kinδin
∂δin
∂χj
+
4
5
koutδout
∂δout
∂χj
(2.154)
∂δin
∂χj
= −1 ∂δout
∂χj
=
∂ρj
∂χj
(2.155)
∂ρj
∂χj
=
(xin + χjλxj)λxj + (yin + χjλyj)λyj + (zin + χjλzj)λzj
ρj
(2.156)
∂ρj
∂θx
=
(yin + χjλyj)χj
∂λyj
∂θx
+ (zin + χjλzj)χj
∂λzj
∂θx
ρj
(2.157)
∂λyj
∂θx
= cos θx sin θy cosα cos θj − sin θx cosα sin θj − cos θx cos θy sinα (2.158)
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∂λzj
∂θx
= sin θx sin θy cosα cos θj + cos θx cosα sin θj − sin θx cos θy sinα (2.159)
∂ρj
∂θy
=
(xin + χjλxj)χj
∂λxj
∂θy
+ (yin + χjλyj)χj
∂λyj
∂θy
+ (zin + χjλzj)χj
∂λzj
∂θy
ρj
(2.160)
∂λxj
∂θy
= − sin θy cosα cos θj + cos θj sinα (2.161)
∂λyj
∂θy
= sin θx cos θy cosα cos θj + sin θx sin θy sinα (2.162)
∂λzj
∂θy
= − cos θx cos θy cosα cos θj − cos θx sin θy sinα (2.163)
∂V
∂θx
=
N∑
j=1
mjgχj (cos θx sin θy cosα cos θj − sin θx cosα sin θj − cos θx cos θy sinα)+
N∑
j=1
4
5
koutδout
∂δout
∂θx
(2.164)
∂V
∂θy
=
N∑
j=1
mjgχj (sin θx cos θy cosα cos θj + sin θx sin θy sinα) +
N∑
j=1
4
5
koutδout
∂δout
∂θy
(2.165)
∂ρj
∂xin
=
xin + χjλxj
ρj
(2.166)
∂ρj
∂yin
=
yin + χjλyj
ρj
(2.167)
∂ρj
∂zin
=
zin + χjλzj
ρj
(2.168)
Simulación de la falla Se puede pensar en la falla como un elipsoide que abarca una o dos hileras
de los rodamientos de las pistas interna o externa. Dependiendo de esto, se adiciona un elemento Hf
a la deformación en las pistas, que corresponde a la profundidad de la falla en el instante en que el
rodamiento está pasando sobre la misma.Hf es la profundidad de la falla dada por la función sinusoidal
que da forma a la discontinuidad de la pista. La ecuación 2.169 es la expresión utilizada en el modelo
para el cálculo de la profundidad de la falla en términos de Hd que es la profundidad máxima, θt la
posición de la falla respecto al eje coordenado x , θj la posición del elemento rodante j en el instante
de tiempo evaluado y ϕ la porción angular de la pista externa que ocupa la zona con falla.
Hf = Hd sin
(
pi
ϕ
(θt − θj)
)
(2.169)
La pista interna se mueve a la velocidad del eje (ω ) y el centro del elemento rodante se mueve a la
velocidad de la jaula (ωc ). Si un punto de la pista interna y un punto del centro del elemento rodante
se considera que están a la misma distancia del eje x en el instante inicial, se puede ver que después de
un tiempo t , el punto del centro del elemento rodante se retrasa respecto al punto de la pista interna
por un angulo −(ω − ωc)t . De esta manera, se varía el valor de θt dependiendo del tipo de falla y se
evalúa la deformación en las pistas.
θt = (ωc − ω)t+ 2pi/N(N − i) (2.170)
Este modelo contempla simular precargas en los tres ejes, insertando desplazamientos iniciales en
estos [63, 64], fallas en pistas y elementos rodantes, y combinar las mismas.
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Simulación Los valores utilizados en los parámetros del modelo para la simulación de su funciona-
miento, se muestran en la Tabla 2.11
Tabla 2.11: Propiedades físicas y geométricas del rodamiento
Masa de los elementos rodantes (mj) 0,06 kg
Masa de la pista interna (min) 0,09 kg
Masa de la pista externa (mext) 0,09 kg
Masa del rotor (mr) 6 kg
Radio de la pista interna (rin) 40 mm
Radio de la pista externa (R) 53 mm
Radio de cada elemento rodante (rb) 8 mm
Holgura radial (γ) 19 - 35 µm
Número de elementos rodantes (N) por cada hilera 14
Posición inicial radial de cada elemento rodante (ρj) 46.5 mm
Ancho del rodamiento (B) 16 mm
Angulo de contacto inicial (α) 5°
Radio interno mínimo (rmin)
Radio externo del rodamiento (Rext)
Material
En la figura 2.32 se presenta la posición de los elementos rodantes durante la simulación. Las
aceleraciones de los tres ejes coordenados se muestran en la figura 2.33, la FFT de la aceleración en x
en todo el espectro se muestra en la figura 2.34 y la FFT de la señal de vibración en bajas frecuencias
se muestra en 2.35
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Figura 2.32: Posición de los elementos rodantes
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Figura 2.33: Aceleraciones en los tres ejes coordenados
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Figura 2.34: FFT de la señal de vibración en aceleración
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Figura 2.35: FFT de la señal de vibración en bajas frecuencias
A continuación se muestran los resultados de la simulación con falla en la pista externa. En la figura
2.36 se muestran las aceleraciones obtenidas del modelo, en 2.37 la FFT de dichas señales y en 2.38 la
FFT en bajas frecuencias.
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Figura 2.36: Señal de aceleración con falla en pista externa BPFO
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Figura 2.37: FFT de la señal con falla
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Figura 2.38: FFT de la señal con falla en bajas frecuencias
Se muestra la vibración en aceleración en la figura 2.39 aplicando una precarga angular en θx. La
FFT en la figura 2.40 y en 2.41 la FFT en bajas frecuencias.
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Figura 2.39: Aceleración del modelo con Precarga angular
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Figura 2.40: FFT de la aceleración
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Figura 2.41: FFT de la aceleración en bajas frecuencias
59
60
Capítulo 3
Pronóstico y cálculo de vida útil
El pronóstico hace referencia a la capacidad de predecir la falla o estimar la vida útil de un com-
ponente mecánico y es sin duda el paso siguiente en el mantenimiento predictivo. En este capítulo
se estudian las diferentes tendencias del pronóstico de vida útil y en particular la manera de realizar
el pronóstico de vida útil mediante el modelo matemático del sistema. En este enfoque es necesario
hibridar el modelo matemático con un modelo probabilísticos o estadístico para hacer la inferencia de
la vida útil del componente mecánico. Si bien es posible, al menos en la teoría, realizar una estimación
de la vida útil calculando un residuo entre la señal que entrega el modelo y la señal real del sistema,
esto es realmente difícil debido a que el modelo matemático aumenta en relación directa con el número
de componentes, y aún el rodamiento siendo un componente mecánico relativamente simple, presenta
un modelo matemático no lineal difícil de formular y resolver en la medida que aumenta la exactitud
con que se representa su naturaleza física. A continuación se presenta la formulación del problema de
calcular la vida útil remanente en el rodamiento como un sistema de espacio de estados, lo cual permite
efectuar su solución mediante una amplia gama de técnicas de procesamiento de señales e inferencia
estadística.
Sikorska, Hodkiewicz y Ma [2] hacen una importante recopilación bibliográfica respecto a la pre-
dicción de vida útil en máquinas rotativas y los diferentes enfoques que se emplean en la actualidad.
En dicho trabajo se esquematizan los enfoques mediante un diagrama de bloques el cual se muestra en
la figura 3.1.
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Figura 3.1: Principales categorías para predicción de vida útil
Además, en la tabla 3.1 también de Sikorska, et al. [2] se muestran las diferentes tendencias en
pronóstico de vida útil hasta el 2009 junto con la institución en la cual se realiza el estudio.
Sikorska, Hodkiewicz y Ma [2], en su recopilación, sintetizan las diferentes definiciones de prognostics
(palabra en ingles que traduce predicción de vida útil) en los siguientes ítems.
El pronóstico es, o debe ser evaluado en el nivel de componente o sub-componente.
El pronóstico implica predecir la forma en que progresa una falla específica desde su estado
incipiente hasta el momento de convertirse en un componente de falla del sistema.
Se requiere una estimación de la operación futura de los componentes.
El pronóstico de fallas está relacionado, pero no es lo mismo que el diagnóstico de falla.
De manera similar en ese trabajo se hace relación de los requisitos para realizar el pronostico de falla.
Deben existir modos de falla y tasas de deterioro de los componentes.
Deben existir criterios de inicialización de modos de falla futuros.
Existe interrelación entre modos de falla y sus tasas de deterioro.
Sensibilidad del monitoreo y de las técnicas de análisis a la tasa de deterioro de las fallas
Se debe considerar el efecto del mantenimiento en le degradación de la falla.
Se deben considerar las condiciones y lo que se asume en el proceso de pronóstico de falla.
El pronóstico de fallas y determinación de vida útil remanente por medio de modelos físicos, es una
aproximación que ha sido utilizada tradicionalmente para entender el comportamiento de sistemas
mecánicos. Integrando diferentes modelos físicos con modelos probabilísticos y estocásticos, es posible
determinar y evaluar la distribución de probabilidad que determina la vida útil remanente del sistema.
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Tabla 3.1: Clasificación de las formas de prognosis en la literatura [2]
Autor Ref Año Institución Prognosis
ISO 13381-1 [3] 2004 International Standards
Organisation
Modelo de vida de uso.
Comportamental (Física de la
falla)
Estadístico/Probabilísticos
Redes Neuronales
Modelos de expectativa de vida
Basados en la confiabilidad
Basados en el deterioro
Basados en el conocimiento
Con base en reglas
Árbol de causa (ISO 13379)
Basado en casos
Jardine et al. [65] 2006 University of Toronto,
CBM Laboratory
Basado en modelos (Física de
fallas)
Con base en datos/Estadístico
(PHM, PIM)
Técnicas de inteligencia
artificial
Lee et al. [66] 2006 University of Michigan,
Center for Intelligent
Maintenance
Systems(IMS)
Basado en modelos (Física de la
falla)
Con base en datos
Con base en la experiencia
Vachtsevanos et
al
[67] 2006 Georgia Institute of
Technology, Intelligent
Control Systems
Laboratory
Basado en modelos (Física de
fallas)
Basado en señales
Basado en la experiencia
Kothamasu et
al
[68] 2006 University of
Cincinnati, Intelligent
Systems Laboratory
Basado en modelos (Física de
fallas)
Basado en señales
Mantenimiento estadístico
Basado en la confiabilidad
Todinov [69] 2005 Cranfield Institute for
Safety, Risk and
Reliability
Física de la falla
Estocástico
Luo et al. [70] 2003 University of
Connecticut and Toyota
Basado en modelos
Basado en datos
Goh et al. [71] 2006 Singapore Institute of
Manufacturing
Technology, Cranfield
University Nanvang
Technological University
Basado en modelos
Con base en datos
Heng et al. [72] 2009 Queensland University
of Technology and
University of Toronto,
CBM Laboratory
Modelo basado en principios
físicos
Con base en datos
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En la figura 3.2 se muestra un esquema de pronóstico de fallas en rodamientos tomado de [5], en el
cual se hace alusión a una aplicación práctica del pronóstico de fallas en la Marina Norte Americana.
En esta implementación se toman datos del estado del rodamiento mediante análisis de aceites, análisis
de vibraciones y transductores que miden las condiciones actuales del entorno de la instalación. Estas
variables son integradas mediante diferentes modelos probabilísticos y físicos para determinar la función
de probabilidad que rige la vida útil remanente del rodamiento.
Condiciones actuales 
de operación
Diagnóstico de falla
Modelo probabilístico
Información basada 
en la experiencia
Condiciones futuras 
esperadas
Modelo matemático 
estocástico
Probabilidad de 
falla actual y futura
Figura 3.2: Esquema de pronóstico en rodamientos
En la figura 3.3 también tomada de [5], se muestra un esquema de pronóstico de vida útil para
rodamientos, en donde se integran modelos físicos del sistema mecánico para determinar la función de
distribución de probabilidad de vida útil.
Modelo matemático estocástico
Resultados de 
diagnóstico
Condiciones futuras 
esperadas
Información 
basada en la 
experiencia
Incertidumbre 
en los esfuerzos
Error de medida
Factor de 
incertidumbre en el 
proceso
Variación en las 
propiedades del 
material
Predicción de falla 
actual y futura
Figura 3.3: Modelo de pronóstico
La fusión de los resultados de las mediciones de diferentes sensores con los resultados de los modelos
físicos se hace en forma probabilista implementando inferencia bayesiana sobre los datos, definiendo
distribuciones de probabilidad o prior para cada variable y determinando una función de distribución
de probabilidad posterior.
P (f1/On) =
P (On/f1) · P (f1)∑n
j=1 P (On/f1) · P (f1)
(3.1)
En la ecuación 3.1 se expresa la función de probabilidad posterior P (f1/On) de una falla f1 dada
una observación o conjunto de observaciones On en función de las distribuciones de probabilidad de
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los datos o priors. P (On/f1) es la probabilidad de que un conjunto de observaciones On pertenezca a
una falla f1 y P (f1) es la probabilidad de ocurrencia de la falla f1.
3.1. Modelo de espacio de estados
El proceso de crecimiento de la falla en un rodamiento por efecto de la fatiga del material se puede
formular como un proceso de espacio de estados de la forma
ak = f(ak−1, ωk−1) (3.2)
xk = h(ak, vk) (3.3)
en donde ak es el estado y xk es la observación o la medida del estado en el momento k. vk y ωk
representan el ruido del proceso tanto para el estado como para la observación del estado. Estas
variables son aleatorias con distribución gaussiana de media cero.
Al definir el modelo de rodamiento como un modelo de espacio de estados, la profundidad de la
falla por fatiga (a) se toma como el estado del proceso, y la señal de vibración (x) es la observación o
medida de la profundidad de falla.
Desde una perspectiva bayesiana el problema se resume en determinar de manera recursiva un
estimado del estado ak en el tiempo k con base en los datos x1:k, para esto se requiere construir la
función de distribución de probabilidad p(ak | x1:k)
p(ak | x1:k) = p(xk | ak)p(ak | x1:k−1)
p(xk | x1:k−1) (3.4)
donde
p(xk | x1:k−1) =
ˆ
p(xk | ak)p(ak | x1:k−1)dxk (3.5)
depende de p(xk | ak) que está definido por el modelo de las medidas de la ecuación 3.3.
3.2. Filtro de partículas
Una forma de resolver el problema de estimación bayesiana condensado en la ecuación 3.4 es utilizar
los métodos con base en muestreo Monte Carlo o Filtro de Partículas (PF), tal como se muestra en
[50], [73], [44], y [43].
Asumiendo que existe la disponibilidad de un grupo de muestras aleatorias (partículas) aik−1,
i = 1, 2, ..., N del estado del sistema en el instante k−1, que son muestras de la probabilidad posterior
p(ak−1 | x0:k−1), el paso de predicción del estado en el instante k está dado por: (i) muestreo a partir
de la distribución de probabilidad del ruido del sistema ωk−1 y (ii) simulación de la dinámica del
sistema para generar un nuevo grupo de muestras aik las cuales son realizaciones de la distribución de
probabilidad predicha p(ak | x0:k−1). En la etapa de actualización, con base en las probabilidades de
las observaciones xk tomadas en el instante k, a cada partícula aik−1 se le asigna un peso
wik =
p(xk | aik)∑N
j=1 p(xk | ajk)
(3.6)
una aproximación de la distribución posterior p(ak | x0:k) puede ser obtenida a partir de las muestras
ponderadas (aik, w
i
k), i = 1, ..., N .
Es importante tener precaución con la implementación del filtro de partículas debido al problema
de degeneración: en la medida que el algoritmo evoluciona en el tiempo, la varianza de los pesos
aumenta y la distribución se vuelve sesgada, hasta que todas las partículas, excepto una, tienen pesos
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despreciables. Como resultado, la aproximación de la distribución p(ak | x0:k) se vuelve pobre y se
gastan importantes recursos computacionales en tratar de actualizar partículas con mínima relevancia.
Para evitar el problema, se puede proceder a remuestrear un nuevo grupo de realizaciones aik de
la distribución posterior construida con las muestras ponderadas anteriores; a todas las partículas
generadas se les asignan pesos iguales, wik = 1/N , como paso final se remuestrea un nuevo grupo de
puntos aik de la distribución posterior. La predicción, actualización y remuestreo forman una iteración
y son recursivamente implementados en cada instante de tiempo k.
3.3. Procesos gaussianos
Los procesos gaussianos describen la respuesta de un sistema o proceso estocástico de acuerdo con
la distribución normal o distribución gaussiana, donde la media y la función de covarianza dependen
de los datos de entrenamiento.
Un proceso gaussiano (GP ) es una colección de variables aleatorias, donde cualquier número finito
de ellas tiene una distribución gaussiana conjunta [7]. Esto significa que cualquier función muestreada
del GP tiene una distribución gaussiana.
Un proceso gaussiano está completamente definido por la función media m(x) y la función de
covarianza k(x,x′). Adicionalmente, un proceso gaussiano es una función de densidad de probabilidad
sobre funciones, donde una distribución gaussiana es una distribución sobre vectores.
f(x) ∼ GP (m(x), k(x,x′)) (3.7)
si f(x) se refiere a un proceso real, las funciones media y varianza se definen de la siguiente forma
m(x) = E [f(x)] (3.8)
k(x,x′) = E [(f(x)−m(x))(f(x′)−m(x′))] (3.9)
k(x,x′) = cov(f(x), f(x′)) (3.10)
Se define una función de densidad de probabilidad inicial sobre el GP . Esta función define la clase
de funciones que se espera observar antes de ver cualquier dato. Posteriormente se adicionan datos de
entrenamiento y la media y covarianza cambian y la distribución de probabilidad se llama posterior
sobre las funciones y es gaussiana.
Una función de covarianza es una función positiva semi-definida que mide la similaridad entre pares
de puntos sobre el espacio de entradas D. Estas funciones son usadas para calcular la matriz de Gram
o matriz de kernel. Una función de covarianza es la exponencial cuadrada (RBF kernel) y se expresa
de la siguiente forma
k(x,x′) = exp
(
−‖x− x
′‖2
2l2
)
(3.11)
donde l es un factor de escala.
Usando N (0,K) como prior sobre las funciones f(x) y una función de probabilidad dada por
y(x) = f(x) +  (donde  ∼ N(0, σ2n)) y usando el teorema de Bayes, es posible obtener la distribución
predictiva para un grupo de entradas nuevas X∗
f∗ | X, y,X∗ ∼ N(f¯∗, cov(f∗)) (3.12)
donde
f¯∗ , E(f∗[X, y,X∗]) = K(X∗, X)[K(X,X) + σ2nI]−1 (3.13)
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y la covarianza
cov(f∗) , K(X∗, X∗)[K(X,X) + σ2nI]−1k(X∗, X) (3.14)
aquí K(X,X) es la función de covarianza evaluada en los datos de entrenamiento X, K(X∗, X) es
la covarianza entre los datos de entrenamiento y los datos nuevos, K(X∗, X∗) es la covarianza de las
entradas nuevas y el parámetro σ2n representa la varianza del ruido.
La estimación de los parámetros de la función de covarianza es realizada maximizando la proba-
bilidad marginal por un algoritmo gradiente-descendente. El logaritmo de la probabilidad marginal
es
log p(y | X,φ) = −1
2
yΣ−1y − 1
2
log |Σ| − N
2
D log(2pi) (3.15)
donde y son las salidas correspondientes a las entradas X, φ representa los parámetros y Σ =
K(X,X).
3.4. Norma ISO 281:2007
Otro enfoque para el cálculo de la vida útil o pronóstico de falla en rodamientos, consiste en el
estimado que se hace en la norma técnica ISO 281:2007, donde se define el rating life o duración de
vida como la predicción del valor de vida útil asociado con el 90% de confiabilidad para rodamien-
tos manufacturados con materiales de alta calidad, buena calidad en los procesos de manufactura, y
operando bajo condiciones normales.
La duración básica para un rodamiento radial está dada por el cálculo de vida útil:
L10 =
(
Cr
Pr
)3
(3.16)
donde los valores de Cr y Pr son calculados de acuerdo con la norma en los numerales 5.1 y 5.2 y
hacen referencia a las cargas radiales y la carga radial dinámica equivalente.
La vida útil de un rodamiento se da en número de revoluciones y es una función que decrece
conforme se aumenta la carga radial.
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Figura 3.4: Vida útil de un rodamiento
La figura 3.4 muestra la curva de vida útil vs carga radial calculada para el rodamiento de do-
ble hilera utilizado en la base de datos de la Universidad Politécnica Salesiana de Ecuador cuyas
características se listan en la tabla 3.2.
Tabla 3.2: Características del rodamiento
Característica valor
Diámetro externo del
rodamiento[mm]
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Diámetro interno[mm] 30
Diámetro de los elementos
rodantes [mm]
8
Número de hileras 2
Carga axial [N] 1
Carga radial [N] 1
Angulo de contacto nominal
[grados]
0
Número de elementos rodantes
por hilera
14
3.5. Análisis modal
En este trabajo se empleó principalmente el análisis modal sobre la señal de vibración del sistema
para determinar la rigidez y amortiguamiento a partir de la señal de vibración y emplear estos pará-
metros como una forma de determinar una tendencia en el deterioro del rodamiento. Los resultados de
este estudio se encuentran en la sección de validación experimental en el esquema de pronóstico 3. En
este aparte se muestran las principales técnicas de análisis modal y especialmente las que se utilizaron
en este trabajo.
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Otra manera de determinar los parámetros de un sistema vibratorio es el uso del análisis modal. Si es
posible aislar el sistema y suspenderlo o soportarlo elásticamente se llama análisis modal experimental
o E.M.A por sus siglas en ingles (experimental modal analysis), pero si se realiza la obtención de la
respuesta al impulso del sistema a través de la señal de excitación en operación normal, se le conoce
como análisis modal operacional O.M.A por sus siglas en ingles (operational modal analysis) [74].
Con el análisis modal se determinan la frecuencia natural del sistema, el factor de amortiguamiento y
las formas modales usando la señal o las señales de vibración del sistema. Existen numerosas técnicas de
análisis de las señales que tienen el objetivo de determinar estos parámetros, sin embargo estas técnicas
se aplican a la respuesta del sistema al impulso unitario. En este sentido, una señal de vibración debe
ser procesada para obtener la respuesta al impulso. El método más usado es el Decremento Aleatorio
o Random Decrement (RD) con el cual es posible implementar diferentes técnicas en tiempo o en
frecuencia para calcular las frecuencias naturales y los factores de amortiguamiento [75]. En la figura
3.5 se muestra el esquema de las diferentes técnicas que pueden ser aplicadas a partir de la RD de la
señal de vibración
Respuesta 
del sistema 
y(t)
Técnica RD
FFT
Funciones 
RD
Dy(t)
ITD o MRITD
LSCE o PTD
SSI-COV o ERA
Densidades 
Espectrales
Sy(t)
RD-BFD
RD-FDD
RD-EFDD
Parámetros 
Modales
fi
ξi
φi
Métodos en el dominio 
de la frecuencia
Métodos en el dominio 
del tiempo
Figura 3.5: Aplicaciones de la técnica RD en análisis modal
donde
Tabla 3.3: Técnicas de análisis de la señal RD
Sigla Técnica
ITD Ibrahim time domain
MRITD Multi reference Ibrahim time domain
LSCE Least squares complex exponential
ERA Eigensystem realisation algorithm
PTD Polyreference time domain algorithm
SSI Stochastic subspace identification
BFD Basic frequency domain method
PP Peak picking
FDD Frequency domain decomposition method
EFDD Enhanced frequency domain decomposition
method
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3.5.1. Decremento aleatorio (RD)
El decremento aleatorio parte de la hipótesis que la señal de vibración está construida por la suma
de respuestas al impulso y respuestas a cargas aleatorias. Promediando un gran número de segmentos
en el tiempo, las respuestas a cargas aleatorias tienden a cero o a desaparecer del promedio, y lo que
permanece es la respuesta del sistema a excitaciones de tipo impulso [75].
La primera tarea en el RD es definir un umbral en la señal de vibración. Cada vez que la señal en
el tiempo sobrepasa el umbral, se almacena un segmento de señal con una longitud τ . El promedio de
todas las señales almacenada es la función RD [76].
Las funciones RD pueden ser definidas matemáticamente por la expresión
Dxx(τ) =
1
N
N∑
i=1
x(ti + τ) | Tx(ti) (3.17)
donde N es el número de segmentos promediados y Tx(ti) es una condición de inicio dada por el
umbral establecido.
Las condiciones de inicio más comunes en la técnica RD son
Cruce de umbral
Tx(ti) = {x(ti) = a} (3.18)
Puntos positivos
Tx(ti) = {a ≤ x(ti) ≤ b} (3.19)
Cruce del cero con pendiente positiva
Tx(ti) = {x(ti) = 0, x˙(ti) > 0} (3.20)
Extremo local
Tx(ti) = {a ≤ x(ti) ≤ b, x˙(ti) = 0} (3.21)
Otro aspecto importante en la técnica RD es la selección de los parámetros del umbral a y b. Es
una ventaja usar un gran número de puntos de inicio, ya que valores bajos producen series de tiempo
con mayor cantidad de ruido que aquellas con valores altos. Una opción habitual es a = σx y b = ∞.
Un nivel óptimo en el sentido de la minimización de la varianza del estimado de la función RD es
a =
√
2σx [77]
3.5.2. Descomposición exponencial compleja o método Prony
El método de descomposición exponencial compleja, tal como la transformada de Fourier, tiene
como objetivo la descomposición de la señal en términos de exponenciales complejas con frecuencias
naturales y amortiguamientos que permiten la oscilación con decaimiento.
f(t) =
N∑
i=1
Aie
σit cos(2pifit+ φi) (3.22)
o de otra manera
f(t) =
N∑
i=1
Aie
±jφieλi (3.23)
donde
λi = −ξωn + jωd, ωd = ωn
√
1− ξ2 (3.24)
siendo ξ el factor de amortiguamiento, ωn la frecuencia natural y ωd la frecuencia natural [76].
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3.5.3. Método de Ibrahim en el dominio del tiempo
El método de Ibrahim o ITD usa la respuesta libre amortiguada del sistema para construir dos
matrices con cierto retardo de tiempo entre ellas. El algoritmo permite que las señales sean desplaza-
mientos, velocidades o aceleraciones [77]. El éxito de esta metodología radica en el hecho que las señales
de salida tienen la forma de decaimiento exponencial. Se asume que el sistema tiene una respuesta libre
de la forma
xi(t) =
2n∑
k=1
ψike
skt (3.25)
donde ψi es la matriz de forma modal. Para un sistema subamortiguado sk = −ξkωnk + jωdk con
la frecuencia natural ωnk , la frecuencia natural amortiguada ωdk y el factor de amortiguamiento ξk el
desplazamiento puede ser calculado como sigue

x1(t0) x1(t1) · · · x1(t2n−1)
x2(t0) x2(t1) · · · x2(t2n−1)
...
...
. . .
...
xn(t0) xn(t1) . . . xn(t2n−1)
 =

ψ11 ψ12 · · · ψ12n
ψ21 ψ22 · · · ψ22n
...
...
. . .
...
ψn1 ψn2 . . . ψn2n


es1t0 es1t1 · · · es1t2n−1
es2t0 es2t1 · · · es2t2n−1
...
...
. . .
...
esnt0 esnt1 · · · esnt2n−1

(3.26)
esto puede ser expresado en una forma más compacta
X = ψest (3.27)
donde X ∈ Rn×2n es la matriz conformada por las señales de vibración de un sistema de n canales,
ψ = [ψ1, ψ2, . . . , ψ2]
T , y t = [t0, t1, . . . , t2n−1]. Después se almacena la misma respuesta con un retardo
τ
Xτ = ψΛe
st, Λ =

es1∆t 0 · · · 0
0 es2∆t · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · es2n∆t
 (3.28)
de manera similar se puede formar otra matriz de respuesta
X2τ = ψΛ
2est (3.29)
Las ecuaciones anteriores se pueden combinar de la siguiente manera[
X
Xτ
]
=
[
ψ
ψΛ
]
est o X¯ = Φest (3.30)
y [
Xτ
X2τ
]
=
[
ψΛ
ψΛ2
]
est o X˜ = Φest (3.31)
las ecuaciones 3.30 y 3.31 son manipuladas para eliminar est y se obtiene
A¯Φ = ΦΛ y A¯ = X˜X¯−1 (3.32)
donde ¯A ∈ R2n×2n se conoce como la matriz del sistema, la cual contiene información del sistema
dinámico. Φ ∈ R2n×2n es la matriz modal compleja. Se obtienen los parámetros modales resolviendo
el problema de valores propios de la ecuación 3.32.
Para periodos más largos que 2n, la ecuación 3.32 puede ser reescrita de la siguiente forma
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(
X˜X¯−T
) (
X¯X¯−T
)−1
Φ = ΦΛ (3.33)
de forma general se considera la diagonalización conjunta de las matrices R1 y R2
R1 = X¯X¯
−T = Φest(est)TΦT (3.34)
R2 = X˜X¯
−T = Φest(est)TΛΦT (3.35)
La ecuación 3.32 puede reescribirse usando la descomposición generalizada de valores propios
[77]
R1Φ
T = R2Φ
TΛ−1 (3.36)
De la ecuación 3.36 se pueden observar la traspuesta y la inversa del par de matrices del sistema de
valores propios generalizado (R1,R2) los cuales proveen las formas modales complejas y la inversa de
los valores propios generalizados contiene las frecuencias naturales y los factores de amortiguamiento .
En resumen, el procedimiento para implementar el ITD mediante la descomposición en valores
propios generalizada es de la siguiente forma:
Se construyen las matrices X¯ y X˜
Se ensamblan las matrices (R1,R2)
Se realiza la descomposición en valores propios generalizada
Se extraen los parámetros modales a partir de los valores y vectores propios
En la figura 3.6 se muestra la función RD la cual es una respuesta libre amortiguada de un sistema
vibratorio, cuya función de respuesta en frecuencia FRF, tiene dos modos. Con el diagrama de estabili-
zación de la figura 3.7 basado en el método Prony, se establecen las frecuencias naturales y los factores
de amortiguamiento de los modos [74].
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Figura 3.6: Función RD y FRF
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Figura 3.7: Diagrama de estabilización de la FRF
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Capítulo 4
Validación
En la validación del sistema de pronóstico de fallas en rodamientos se utilizaron tres bases de datos.
Una a partir del montaje de un banco de pruebas en la Universidad tecnológica de Pereira (UTP), otra
a partir de un banco de pruebas con características similares en la Universidad Politécnica Salesiana
(UPS) de Ecuador Sede Cuenca. La obtención de la base de datos en la UPS se realizó durante una
pasantía de tres meses entre el 25 de mayo y el 18 de agosto de 2014. La tercera base de datos es
provista por el Instituto FEMTO-ST a través de repositorio de la NASA para análisis de pronóstico
(Prognostics Data Repository).
El banco de pruebas de la Universidad Tecnológica de Pereira se compone un motor eléctrico marca
Siemens de 2HP, un variador de velocidad Lenze de 2HP, un acople flexible, un eje con tres chumaceras
bipartidas y carga radial en la chumacera central, la cual es móvil, mediante un cilindro neumático
para inducir la falla en el sistema. En la figura 4.1 se observa la disposición y componentes del banco
de pruebas además de la instrumentación empleada. El montaje del motor eje y chumaceras y sensores
se hace sobre una placa ranurada de aluminio de 60 cm de ancho por 120 cm de largo. La estructura
de soporte tiene una altura de 90 cm y está anclada al suelo mediante pegamento epóxico, se utilizan
cables de acero para aumentar la rigidez del sistema.
La adquisición de las señales de los sensores se hace mediante un chasis cDAQ 9174 con los módulos
para acelerómetros NI 9234 y para tacómetros, sensor de proximidad y acelerómetros NI 9232 marca
National Instruments. En los módulos NI 9234 se acoplan los acelerómetros y el sensor de velocidad, y en
el módulo NI 9232 se acoplan dos sensores de proximidad. Las señales ingresan al computador mediante
el chasis cDAQ 9174 que tiene conexión USB y se emplea Matlab en la adquisición y procesamiento
de las señales.
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Figura 4.1: Banco de pruebas
Los rodamientos utilizados en este banco de pruebas son de la marca KML serie 1206 K en la tabla
4.1 y en la figura 4.2 se muestran las características principales dadas por el fabricante.
Tabla 4.1: Características rodamiento KML 1206 K
Dimensiones (mm) Carga básica
(kN)
Velocidades
límite (rpm)
Masa (kg) Número de
rodamiento
d D B rs min Cr Cor Grease Oil Approx KML
30 62 16 1 15.6 4.65 9200 11000 0.213 1206K
El banco de pruebas de la Universidad Politécnica Salesiana de Ecuador se compone de un motor
eléctrico Siemens de 2 HP, un variador, sistema de carga radial, axial y frenado magnético del sistema.
cuenta con un eje y dos volantes para inducir balanceo, chumaceras bipartidas para fácil acceso y
cambio de componentes, una caja de engranajes que puede ser utilizada con uno o dos escalones según
el tipo de prueba a realizar. La instrumentación se compone de cuatro acelerómetros marca PCB
piezotronics de 10mV/g, dos acelerómetros industriales CNC de 100mV/ y un sensor acústico marca
Autronics. En la adquisición de las señales se utiliza una carcasa cDAQ 9191 y un módulo NI 9234
donde se acoplan los cuatro acelerómetros de 10 mV/g. Y un equipo comercial marca Adash en el cual
se hace la adquisición de los dos acelerómetros industriales de 100 mV/g.
En la figura 4.3 se muestra la disposición y componentes del banco de pruebas junto con la instru-
mentación empleada.
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Figura 4.2: Rodamiento autoalineante KML 1206K
Figura 4.3: Banco de Pruebas UPS
La base de datos del repositorio de la NASA, es provista por el Instituto FEMTO-ST. Los expe-
rimentos fueron realizados en el banco de prueba PRONOSTIA [1] que se muestra en la figura 4.4,
el cual fue diseñado para implementar la degradación acelerada de rodamientos de bolas bajo ciertas
condiciones de operación constantes. La base de datos consiste básicamente en dos grupos; uno para
entrenamiento y otro truncado para validación.
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Tabla 4.2: Características del rodamiento evaluado
Característica Valor
Diámetro exterior 32 mm
Diámetro de la pista externa 29.1 mm
Diámetro de la pista interna 22.1 mm
Diámetro interno 20 mm
Ancho 7 mm
Número de elementos rodantes 13
Diámetro del elemento rodante 3.5 mm
NI cDAQ Regulador presión Sensor de fuerza RodamientoCilindroNeumatico Acelerómetros
Motor AC Sensor velocidad Reductor Torquímetro Acople RTD
Figura 4.4: Banco de pruebas de la base de datos del instituto FEMTO-ST [1]
En la tabla 4.2 se especifican las características del rodamiento utilizado.
4.1. Acelerómetros
Los acelerómetros son transductores piezoeléctricos donde un cristal generalmente de cuarzo se
deforma cuando es sometido a una vibración exterior y produce una carga proporcional a la aceleración
a la cual es sometido.
En un acelerómetro, la deformación en los cristales ocurre como resultado de la fuerza que produce
de la masa sísmica sobre el mismo. Sobre el rango de frecuencias que el fabricante específica con
respuesta lineal para el acelerómetro, el sistema cristal-masa sísmica actúa de acuerdo con la segunda
ley de Newton donde F = ma. La carga eléctrica total acumulada en el cristal es proporcional a la
fuerza aplicada y la fuerza aplicada es proporcional a la aceleración del sistema. Los sensores contienen
electrodos que llevan la carga eléctrica a un sistema de acondicionamiento dado que los cristales
de cuarzo poseen alta impedancia. Los acelerómetros que tienen incluido en su carcasa el sistema
de acondicionamiento de la señal se conocen como sensor piezoelectrico con electrónica integrada
(Integrated Electronics Piezo Electric. IEPE). Este sistema electrónico integrado convierte la carga
eléctrica en una señal de voltaje y amplifica la señal de alta impedancia.
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Las clases de acelerómetros más comunes son el acelerómetro de compresión (Compression Accele-
rometer) y el acelerómetro de fuerza cortante (Shear Accelerometer). En la figura 4.5 se muestra de
manera esquemática la forma constructiva de un acelerómetro de compresión, el cual se compone de
una masa sísmica, un cristal piezo eléctrico, circuito amplificador y acondicionador de señal, base o
carcasa, y los cables de salida al equipo colector de datos o a la tarjeta de adquisición.
Amplificador
Masa
Cristal Piezoeléctrico
Base Orificio de montaje
Salida
Figura 4.5: Acelerómetro de Compresión
En la figura 4.6 se muestra la configuración del acelerómetro de fuerza cortante donde la compresión
del cristal piezoeléctrico está dada por las fuerzas cortantes de las masas sísmicas. Esta clase de
acelerómetro es menos sensible a deformaciones de la base y cambios de temperatura.
Amplificador
Masa
Cristal Piezoeléctrico
Base Orificio de montaje
Salida
Figura 4.6: Acelerómetro de fuerza cortante
Un sensor de velocidad o velómetro tiene una configuración similar a la de un acelerómetro con-
vencional, la diferencia radica en que en estos sensores la integración de la señal de aceleración se hace
de manera análoga por medio de un circuito integrado en la carcasa del transductor. En la figura 4.7
se observa que la principal diferencia constructiva con los acelerómetros es la inclusión del circuito
integrador de la señal
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Figura 4.7: Velómetro o Velocímetro
Otro aspecto importante relacionado con los acelerómetros, es el tipo de montaje a utilizar. El
rango de frecuencias donde la respuesta del acelerómetro es lineal puede ser modificado por el tipo de
montaje realizado, entre mayor sea la rigidez de la unión entre el acelerómetro y la máquina a analizar,
es mayor el rango lineal del sensor. Este puede llegar a ser tan amplio como de 3 Hz a 10 kHz para
una unión roscada y tan pobre como 3 Hz a 500 Hz para el uso de una sonda en la adquisición de la
señal. La figura 4.81 muestra los diferentes tipos de montaje de acelerómetros y la manera en que estos
modifican la respuesta lineal del sistema.
La elección de las unidades de vibración a medir se relaciona con las frecuencias en las cuales
se encuentran las fallas a estudiar. El desplazamiento es el parámetro utilizado para máquinas de
baja velocidad que presentan vibraciones de baja frecuencia, usualmente menores que 1000 Hz. La
velocidad es la variable más utilizada y es la referencia en las normas ISO de severidad de la vibración
en máquinas rotativas y reciprocantes. Usualmente se emplea para máquinas con frecuencias entre 10
Hz y 2000 Hz. La aceleración se utiliza para medir máquinas de altas velocidades o fallas que se ubican
en la región del espectro de alta frecuencia, arriba de los 2000 Hz y posiblemente arriba de los 30 kHz.
En la figura 4.9 se muestran los rangos de acción para las unidades de medición de la vibración.
El modelo matemático de un acelerómetro se obtiene a partir de la figura 4.10 donde ms es la masa
sísmica del sensor piezoelectrico, mb es la masa de la base, xs corresponde al desplazamiento vertical
de la masa sísmica, xb corresponde al desplazamiento de la base, kc corresponde a la rigidez del cristal
piezoeléctrico y F (t) es la fuerza de excitación del sistema. Claramente el acelerómetro se modela como
un sistema vibratorio con movimiento de la base. Este modelo no contiene amortiguamiento ya que los
acelerómetros son construidos con el menor amortiguamiento posible para eliminar el error de la fase
[74].
1Figura adaptada del catálogo de Acelerómetros de la SKF
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Figura 4.8: Diferentes tipos de montaje de acelerómetros
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Figura 4.9: Curva para la selección del tipo de medida de la vibración
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Figura 4.10: Modelo de un sensor piezoeléctrico
El modelo de la figura 4.10 tiene una frecuencia de resonancia la cual tiene influencia en la señal
de salida del transductor.
Aplicando la segunda ley de Newton se obtiene
msx¨s = −k(xs − xb) (4.1)
asumiendo movimiento armónico del sistema donde la fuerza de excitación es una función armónica
con frecuencia ω
xs = Xs sin(ωt) (4.2)
x¨s = −ω2Xs sin(ωt) (4.3)
xb = Xb sin(ωt) (4.4)
substituyendo lo anterior en la ecuación 4.1 se obtiene
− ω2msXs = −kc(Xs −Xb) (4.5)
−ω2msXs + kcXs = kcXb
Xs(kc − ω2ms) = kcXb
Xs
Xb
=
kc
kc − ω2ms =
1
1−
(
ω
ωn
)2
donde
ω2n =
kc
ms
ωn =
√
kc
ms
=⇒ fn = 1
2pi
√
kc
ms
(4.6)
La relación Xs/Xb indica la relación entre la amplitud de la vibración de entrada (Xb) y la amplitud
de la vibración de salida (Xs) la respuesta tiende a infinito cuando el sistema alcanza la frecuencia
natural. En la figura 4.11 se muestra dicha respuesta.
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Figura 4.11: Respuesta del acelerómetro
4.1.1. Acelerómetros empleados
En las bases de datos estudiadas se utilizaron acelerómetros de propósito general de 10mV/g marca
PCB piezotronics y 100 mV/g de marca Shinkawa.
4.2. Resultados
En esta sección se muestran los resultados de los diferentes esquemas de pronóstico. En los esquemas
donde se requiere un modelo matemático para la ejecución del mismo, se utiliza el modelo de rodamiento
2, el cual permite realizar la simulación de las fallas principales de los rodamientos, ademas que
presenta un costo computacional bajo, esto se hace importante cuando se procesa la base de datos de
rodamientos, se modela y se infiere con una técnica probabilista. Posterior a la sección de resultados,
se hace el análisis detallado de los mismos en la sección: Análisis de resultados.
4.2.1. Esquema 1
En la figura 4.12 se muestra el esquema del algoritmo completo para la simulación y pronóstico de
fallas en rodamientos. Inicialmente se calcula la profundidad de falla en el instante a evaluar, luego
se usa el modelo de rodamiento para obtener la señal de vibración del sistema. La señal de vibración
pasa por un algoritmo de extracción de características y finalmente el filtro de partículas hace una
predicción de la profundidad de la falla en cada instante
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Figura 4.12: Esquema del algoritmo de pronóstico
En el cálculo de la profundidad de falla se utilizaron los valores numéricos que se muestran en la
tabla 4.3 con la ecuación de París-Erdogan.
Tabla 4.3: Parámetros de la ecuación de Paris Erdogan
Parámetro Valor
β 1
∆K β
√
a
∆N Nb ∗ fr ∗ dt
dt 0,005
fr 30 rad/s
n 1,3
C 0,005
En la simulación de la evolución de la falla se utilizan constantes adimensionales y similares en
magnitud a [50] y se ajustan sus valores para obtener un valor final de 2,12 milímetros de profundidad
en la falla. Además, se simula el sistema para alcanzar este valor en 100 iteraciones, esto se interpreta
como si en un sistema real se hicieran 100 mediciones periódicas de la condición del rodamiento hasta
que la falla alcanza un valor de 2,12 milímetros de profundidad. En la figura 4.13 se observan la
evolución de la falla en 100 iteraciones, el ruido o variable aleatoria de esta evolución se asume como
aleatoria gaussiana de media cero y varianza uno (ωk ∼ N(0, 1))
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Figura 4.13: Evolución de la falla
Una vez se obtiene el estimado de la profundidad de falla, se procede a modelar la señal de vibración
del rodamiento. En el sistema estudiado se utiliza un rodamiento con los parámetros de la tabla 4.4
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Tabla 4.4: Parámetros del modelo de rodamiento
Parámetro Valor
Nb: Número de bolas 8
Di: Diámetro de la carrera interna 49,912 mm
Do: Diámetro de la carrera externa 80,088 mm
d: diámetro del elemento rodante 15 mm
α: ángulo de contacto 0
Cr: Holgura radial 5 µm
Ceq: Amortiguamiento equivalente 200 N.s/m
meq: Masa del rotor 0,6 kg
Wr: Velocidad del rotor 1800 rpm
Keq: Rigidez equivalente 8,37536 GN/m
xo: Posición inicial en x 1 µm
yo: Posición inicial en y 1 µm
Vxo: Velocidad inicial en x 0
Vyo: Velocidad inicial en y 0
dt: Incremento de tiempo 5 µs
El modelo de rodamiento permite obtener una señal de vibración como la que se muestra en la
figura 4.14. En cada iteración del algoritmo se calculan las posiciones, velocidades y aceleraciones del
sistema en los ejes coordenados x e y. En la figura 4.14 se muestra la señal de vibración en estado
estable y se omite el transitorio de la solución numérica de las ecuaciones diferenciales ya que dicho
transitorio produce un levantamiento de la base del espectro de envolvente que no permite identificar
claramente la falla en la pista externa. En la medida que la profundidad de falla aumenta, es posible
observar el incremento en el espectro de frecuencias de la componente asociada con la falla. Para este
caso se estudia la falla en la pista externa y se obtiene un aumento en la componente de frecuencia
asociada o BPFO por sus siglas en inglés (Ball pass frequency outer race) como se observa en la figura
4.15.
Se emplea el análisis de envolvente con base en la transformada de Hilbert para visualizar la falla
BPFO en la señal de vibración del sistema y su evolución en el tiempo. El análisis de envolvente es un
método de análisis de la señal de vibración comúnmente utilizado en la industria en equipos comerciales
de análisis y permite identificar fallas, en rodamientos y engranajes, que se encuentran en un estado
incipiente. Este tipo de análisis está estrechamente relacionado, por su metodología de procesamiento
de las señales, con el PeakVue y Spikes Energy que se utilizan en equipos colectores y analizadores de
datos con el mismo propósito.
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Figura 4.14: Señal de vibración en el eje y con falla de 2,12 mm
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Figura 4.15: Señal de envolvente de la aceleración para profundidades de 0,03 µm y 2,12 mm
Una vez se obtiene la señal de vibración, se extraen características del sistema para iniciar la
predicción del estado por medio del filtro de partículas. En este trabajo se utiliza el valor rms de la
señal de aceleración del sistema en la dirección vertical (y). Posteriormente se definen las funciones de
observaciones y de estados que definen el Filtro del Partículas. Para la ecuación de estados se utiliza
la ecuación 2.12 que define el crecimiento de la falla por medio de la ecuación de Paris-Erdogan. Esta
ecuación permite el muestreo de las partículas del filtro. En el caso de la probabilidad p(xk | ak) que
indica la verosimilitud de obtener la observación xk dado el estado ak, y que es necesaria para realizar
la actualización de los pesos de las partículas, se requiere la ecuación de las observaciones definida en
la formulación de espacio de estados por la siguiente ecuación.
xk = h(ak, νk) (4.7)
En este trabajo esta relación está dada por el algoritmo completo que calcula una característica de
la señal de vibración del sistema, dada cierta profundidad de falla. Por lo tanto y de manera similar
a como tendría que hacerse en un sistema real, esta ecuación no es conocida de manera explícita y se
utiliza una aproximación proporcional a los valores anteriores de la observación y el estado como se
observa en la ecuación 4.8:
xk =
xk−1
ak−1
∗ ak (4.8)
Luego para obtener la verosimilitud p(xk | ak) y actualizar los pesos de las partículas se emplea la
relación dada por:
p(xk | ak) v N((lnxk − lnxik), 0, σ2) (4.9)
donde xik es la observación calculada para cada partícula a
i
k. De esta manera para cada iteración
del algoritmo se muestrea una serie de partículas con pesos wik asociados a cada partícula y se realiza
finalmente una estimación del estado en el instante k de la siguiente manera.
apf−k = ak−1 +
Ns∑
1
aikw
i
k (4.10)
así apf−k es el estado en el instante k estimado por el filtro de partículas, o podría tambien
entenderse como el principal momento de la pdf posterior.
En la figura 4.13 se muestra la evolución de la falla en color rojo junto con la predicción hecha
mediante el filtro de partículas en color azul. La figura 4.16 muestra la evolución de las partículas en
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la predicción de la profundidad con un aumento de la dispersión debido a la acumulación del error,
esto se traduce en un aumento de la varianza de la pdf posterior en el caso Gaussiano.
En la figura 4.17 se muestra el error de estimación para cada iteración junto con la curva del estado
estimado y la varianza. Se observa un incremento gradual del error y la varianza de los datos estimados.
La varianza es calculada con el grupo de partículas obtenidas en cada iteración.
El error de estimación es calculado como el valor del estado real menos el valor del estado estimado
con el filtro de partículas en el instante k, tal como se muestra en la ecuación 4.11
ek =| aek − ark | (4.11)
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Figura 4.16: Evolución de las partículas
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Figura 4.17: Error y varianza en la predicción de la falla
4.2.2. Esquema 2
En este esquema se utiliza el modelo de pronóstico como un sistema de espacio de estados tal como
en el esquema anterior, la diferencia radica en la actualización de las partículas donde se utiliza el
algoritmo del modelo matemático del rodamiento para determinar la probabilidad posterior p(xk | ak)
de obtener una observación xk dado un estado ak.
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p(xk | ak) v N((xreal − xobs),Σ) (4.12)
xreal son las características de la señal de vibración real de la base de datos de pronóstico, tomadas
en el instante k y xobs son las características de la señal de vibración que entrega el modelo de
rodamiento realizando la predicción del estado en el instante k con la ecuación de Paris-Erdogan. La
matriz de covarianza Σ muestra la relación de variación entre las características y se calcula de manera
experimental obteniendo las covarianzas de las características en la señal de vibración real de la base
de datos de pronóstico en rodamientos.
En cada iteración se simula la señal de vibración del rodamiento por medio del modelo matemático.
Se hace una estimación del estado en el instante futuro y se procede con el cálculo de las observaciones.
Estas observaciones xobs son las que se emplean en el cálculo de las partículas del filtro de partículas.
Con el propósito de realizar una primera aproximación a la metodología planteada se realizan
pruebas generando una base de datos con las señales provenientes del modelo matemático donde se
aumenta la falla de manera gradual. Posteriormente se aplica el filtro de partículas junto con el modelo
de rodamiento para estimar la profundidad de la falla en las observaciones del sistema. En la tabla 4.5
se muestran las características del modelo y de la aplicación del esquema 2 de pronóstico.
Tabla 4.5: Parámetros para realizar la prueba preliminar del esquema 2 de pronóstico
Parámetros del rodamiento Valor
Numero de elementos rodantes 8
Diámetro de la pista externa 80,088 mm
Diámetro de la pista interna 49,912 mm
Diámetro del elemento rodante 15 mm
Holgura radial 5 µm
Profundidad inicial de la falla 0 mm
Profundidad final de la falla 1,5 mm
Forma de la falla Sinusoidal
Localización de la falla Pista Externa
Parámetros de la simulación Valor
Velocidad del rotor 1800 rpm
Cantidad de partículas 100
Número de iteraciones del proceso 100
En este esquema el estado es la profundidad de falla y las observaciones son las siguientes 8 carac-
terísticas que se muestran en la tabla 4.6 y que se repiten para la señal de vibración en el eje x y en
el eje y formando un total de 16 características para cada simulación del rodamiento.
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Tabla 4.6: Características empleadas como observaciones del sistema
Características en el tiempo
Valor efectivo
Varianza
Kurtosis
Bandas de Energia
0 - 50 Hz
50 - 80 Hz
80 - 110 Hz
110 - 160 Hz
160 - 300Hz
En los resultados de este esquema se consigue una reducción de la varianza de la predicción de los
estados futuros. La dispersión de las partículas del filtro disminuyen, sin embargo, los resultados no son
muy diferentes a los del esquema anterior. Además, estas dos metodologías se prueban íntegramente
con señales sintéticas obtenidas del mismo modelo matemático. Su implementación es difícil en una
base de datos real dado que el modelo de rodamiento contiene la degradación del material y requiere
el ajuste de los parámetros de la ecuación de Paris - Erdogan con ruido gaussiano. Por lo anterior sería
indispensable el conocimiento del comportamiento en fatiga del material de las pistas del rodamiento
y realizar el ajuste de la degradación del material en el modelo matemático del rodamiento. Otra
manera de implementar este esquema consiste en cambiar la Ecuación de Paris - Erdogan por un
modelo totalmente probabilista o de regresión de una base de datos del ensayo de fatiga del material.
4.2.3. Esquema 3
En este esquema de pronóstico se aplica el análisis modal en la base de datos FEMTO de la NASA
para determinar la rigidez y el factor de amortiguamiento del sistema. Se aplica el Decremento Aleatorio
a la señal de vibración y posteriormente el análisis Prony obteniendo las frecuencias naturales y el factor
de amortiguamiento para cada una de las señales del experimento de degradación del rodamiento. La
hipótesis inicial es la presunción que estos parámetros deben cambiar en la medida que el rodamiento
falla, ya sea por perdida de material o por cambio en la rigidez general del sistema mecánico.
En la figura 4.18 se gráfica la frecuencia natural de las señales de vibración para el rodamiento 1-2
de la base de datos. Se hace regresión gausiana y se calcula la varianza de los datos junto con el valor
medio o esperado de la función de distribución de probabilidad.
En la figura 4.19 se muestra la tendencia de los factores de amortiguamiento de las señales de
vibración del rodamiento
Por esta metodología no fue posible realizar el pronóstico debido a que aunque se presenta tendencia
en uno de los rodamientos, esto no es consistente para todos los datos de entrenamiento. Además la
varianza del modelo es lo suficientemente grande para confundir cualquier dato de entrada. Por otro
lado el modelo cambia con la carga que se aplica al sistema. En las figuras 4.20 y 4.21 se presentan las
regresiones gausianas para el rodamiento 2-1 y en las figuras 4.22 y 4.23 se muestran las del rodamiento
3-1
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Figura 4.18: Frecuencia natural de las señales de vibración
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Figura 4.19: Coeficiente de amortiguamiento de las señales de vibración
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Figura 4.20: Frecuencia natural de las señales de vibración. Rodamiento 2-1
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Figura 4.21: Coeficiente de amortiguamiento de las señales de vibración. Rodamiento 2-1
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Figura 4.22: Frecuencia natural de las señales de vibración. Rodamiento 3-1
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Figura 4.23: Coeficiente de amortiguamiento de las señales de vibración. Rodamiento 3-1
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4.2.4. Esquema 4
Usando la base de datos FEMTO de la NASA, se analizan las características extraídas y se encuentra
que algunas presentan una tendencia exponencial positiva para todos las observaciones del experimento.
Esto lleva a suponer que pueden ser modeladas por medio de la distribución de Weibull.
La metodología consiste en utilizar cada rodamiento como la base del entrenamiento de un Proceso
Gaussiano (GP), con el cual se realiza la inferencia de la característica a analizar para los rodamientos
con mediciones truncadas del mismo tipo.
Para el funcionamiento del GP, se define una función de covarianza y una función de verosimilitud
adecuadas. Se escoge una función de covarianza cuadrática (multiplicando dos covarianzas lineales).
La verosimilitud escogida es la función de Weibull debido al comportamiento siempre positivo de las
características seleccionadas. Adicionalmente, conociendo que el último valor del rodamiento utilizado
para el entrenamiento, éste falla, se utiliza ese valor para identificar en la función reconstruida sobre
el rodamiento truncado el instante de tiempo en el cual éste último falle (aproximadamente).
Las características estadísticas calculadas se muestran en las tablas 4.7 y 4.8
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Tabla 4.7: Características estadísticas en el dominio del tiempo
Media x¯ =
∑N
i=1 xi
N
Valor Máximo max(x)
Valor mínimo min(x)
Desviación Estandar σ =
√∑N
i=1(xi − x¯)2
N − 1
Varianza σ2
RMS
√∑N
i=1(xi)
2
N
Factor de Cresta V alor Max
RMS
Skewness
∑N
i=1(xi − x¯)3
(N − 1)σ3
Kurtosis
∑N
i=1(xi − x¯)4
(N − 1)σ4
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Tabla 4.8: Características estadísticas en el dominio del tiempo
Factor de Clarence
V alor Max
Energı´a
Factor de Impulso
V alor Max
x¯
Factor de Forma
RMS
x¯
Energía en el dominio del
tiempo (∑N
i=1
√|xi|
N
)2
Entropía en el dominio del
tiempo
−
N∑
i=1
xi log xi
Las bandas de frecuencia calculadas están relacionadas con fallas en el rodamiento. De esta manera,
la primera banda está asociada con el desbalanceo, desalineamiento y problemas en la carcasa del
soporte del rodamiento. La segunda y la tercera están asociadas con los armónicos de los problemas
de alineación y la soltura mecánica. La cuarta banda comprende los problemas en la pista externa
(BPFO) y en la quinta banda se relacionan los problemas con la pista interna (BPFI). Las bandas de
frecuencia son especialmente calculadas en relación con el rodamiento estudiado. En la tabla 4.9 se
muestran las bandas de frecuencia utilizadas.
Tabla 4.9: Características en el dominio de la frecuencia
Banda Límites de la banda
1 0 - 50 Hz
2 50 Hz - 80 Hz
3 80 Hz - 110 Hz
4 110 Hz - 160 Hz
5 160 Hz - 300 Hz
Además, en las figuras 4.24 y 4.25 se observa la tendencia de algunas de las principales características
en términos de mostrar una tendencia en el proceso de degradación del rodamiento. Sin duda muchas de
las características son redundantes, particularmente las que corresponden a los momentos estadísticos.
Su comportamiento es similar y la matriz total de características es fácilmente reducible a un pequeño
grupo de ellas que muestran la dinámica de la degradación del rodamiento. En este trabajo se utilizan
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principalmente las bandas de frecuencia dado que corresponden a eventos físicos identificables en el
elemento. Incluso se podría identificar el tipo de falla en crecimiento de acuerdo con la banda de
frecuencia que está presentando crecimiento en el tiempo.
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Figura 4.24: Características estadísticas en el tiempo
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Figura 4.25: Características en frecuencia
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Figura 4.26: Modelo sobre los datos de entrenamiento del rodamiento 1
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Figura 4.27: Modelo sobre los datos de validación en el rodamiento 1_3
Algunas pruebas requirieron de cambio de una función de verosimilitud Weibull a una Exponencial
debido a que las funciones de las características eran más parecidas, este es el caso de los rodamientos
1_6, 1_7, en inferencias 1_2: y los rodamientos 2_4, 2_5, 2_6, 2_7 para las inferencias del rodamiento
2_2.
En la figura 4.26 se grafican las medias y la varianza del GP generado para el rodamiento de
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entrenamiento 1_1. Esta misma tendencia o modelo se superpone en los rodamientos de validación
para realizar el pronóstico de vida útil con base en el valor de falla de la característica en el rodamiento
de entrenamiento. La figura 4.27 muestra el GP aplicado al rodamiento de validación 1_3. Los datos
llegan hasta cierto punto y a partir de ahí se sigue la tendencia del proceso hasta que se alcanza el
valor de falla de la característica escogida en el rodamiento de validación.
En las tabla 4.10, 4.11 y 4.12 se presentan los resultados de las inferencias realizadas utilizando
como criterio de falla el valor final de la característica para toda la serie de observaciones, y el mismo
valor final usando el GP sobre los datos de entrenamiento. De esta manera se obtienen dos valores
para el pronóstico de falla. En las tablas 4.10, 4.11 y 4.12 se define como valor real, la cantidad de
registros u observaciones tomados en el experimento hasta que el rodamiento falla. Por lo tanto, para
decir que la predicción de falla es efectiva, el valor del estimado del ciclo total de vida del rodamiento
y el valor real, deberían ser el mismo.
Tabla 4.10: Inferencias para los rodamientos de la serie 1
1_3 1_4 1_5 1_6 1_7
Valor Real 2375 1428 2463 2448 2259
Rod 1_1 2688 2475 2611 2869 2758 2690 1648 2837 2244 1876
Rod 1_2 1803 1803 1555 1512 2759 2485 2303 2303 1580 1503
Tabla 4.11: Inferencias para los rodamientos de la serie 2
2_3 2_4 2_5 2_6 2_7
Valor Real 1975 751 2311 701 230
Rod 2_1 1642 1203 613 613 1679 1676 573 573 213 213
Rod 2_2 1502 1454 877 634 2003 2003 1151 946 1215 1028
Tabla 4.12: Inferencias para los rodamientos de la serie 3
3_3
Valor Real 1975
Rod 3_1 353 353
Rod 3_2 681 383
4.2.5. Esquema 5
En este esquema de pronóstico se utiliza la base de datos FEMTO de la NASA, se modela el
rodamiento empleando el modelo 1 y se modela el crecimiento de la falla mediante la ecuación de Paris-
Erdogan con los parámetros de tendencia de crecimiento de la falla del rodamiento de entrenamiento.
Posteriormente se calcula un residuo entre la señal de vibración y el modelo con el cual se hace la
inferencia de vida útil mediante regresión gaussiana de los residuos y análisis del último residuo.
Las características estadísticas calculadas se muestran en las tablas 4.7 y 4.8 que son las mismas
características utilizadas en el esquema 4.
Los resultados de la inferencia se muestran en las tablas 4.13, 4.14 y 4.15
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Tabla 4.13: Inferencias para los rodamientos de la serie 1
1_3 1_4 1_5 1_6 1_7
Valor Real 2375 1428 2463 2448 2259
Rod 1_1 2832 1874 3159 2789 2654
Rod 1_2 2064 1756 2987 1524 2325
Tabla 4.14: Inferencias para los rodamientos de la serie 2
2_3 2_4 2_5 2_6 2_7
Valor Real 1975 751 2311 701 230
Rod 2_1 2356 987 2788 979 323
Rod 2_2 2122 865 2114 845 426
Tabla 4.15: Inferencias para los rodamientos de la serie 3
3_3
Valor Real 1975
Rod 3_1 2546
Rod 3_2 2135
4.3. Análisis de resultados
La simulación del crecimiento de la falla como se ve en la figura 2.1 permite comparar los resulta-
dos de la solución de la ecuación diferencial, y tal como se acepta en la bibliografía especializada
y principalmente en trabajos de naturaleza similar a los de Myotyry en [49] y Zio en [50] se utiliza
la solución aleatoria, donde se resuelve la ecuación diferencial y se adiciona ruido gaussiano en
la solución. De esta manera se modela la aleatoriedad intrínseca del fenómeno.
Desde el punto de vista del modelado matemático, los modelos funcionales: 1, 2 y 5, muestran
los valores teóricos de falla en la pista externa BPFO y falla en la pista interna BPFI, cuando se
corre la simulación con los datos del rodamiento de la base de datos. En la tabla 4.16 se muestran
los resultados de la simulación y el valor teórico para estos dos tipos de fallas del rodamiento
de la tabla 4.4. Sin duda una de las mayores diferencias de los modelos radica en la posibilidad
de simular otros tipos de fallas. El modelo 1 está especialmente diseñado para fallas en pistas
y elementos rodantes, el modelo 2 está diseñado para evaluar el desbalanceo en el eje rotor y
los modelos 3, 4 y 5 están diseñados para brindar una alternativa más versátil en la simulación
de fallas, aplicación de precargas y deformaciones iniciales. Por lo anterior los modelos solo son
comparables en las fallas primarias de los rodamientos, es decir, se pueden comparar evaluando
los resultados en la simulación de las fallas en las pistas interna y externa.
Se realiza la comparación del tiempo computacional de los modelos de rodamiento desarrollados,
simulados en un computador HP EliteDesk 800 G1 SFF, con procesador Intel i7 - 4770 @ 3.40
GHz y 16,0 GB de memoria RAM. La tabla 4.17 muestra los resultados y se observa que el
modelo 1 es mucho más rápido en su implementación que los modelos posteriores. El modelo 5,
el cual es propuesto en este documento presenta el mayor tiempo computacional ya que requiere
un mayor número de cálculos para resolver las múltiples ecuaciones diferenciales de los cinco
grados de libertad y las coordenadas generalizadas.
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Tabla 4.16: Resultados de la simulación de falla con los modelos de rodamiento
BPFO BPFI
Teórico 92,3077 147,6923
Modelo 1 96.2 144.6
Modelo 2 95.4 148.5
Modelo 5 93 146.9
Tabla 4.17: Tiempo computacional de los modelos de rodamiento
Modelo tiempo de cómputo (s)
Modelo 1 9.78
Modelo 2 5527.27
Modelo 5 172859
En este trabajo se realizan cinco modelos de rodamiento, los cuales son basados en trabajos
similares que se encuentran en la literatura especializada. El modelo de rodamiento 1 es una
adaptación del modelo formulado por Patil y otros en [12], donde se consigue adaptar la falla
en los elementos rodantes, manteniendo la formulación inicial general del mismo. El modelo 2 es
una simplificación del modelo de Harsha [61] el cual fue formulado para evaluar el desbalanceo en
los rodamientos y medir la estabilidad del modelo para las diferentes simulaciones. Los modelos
3, 4 y 5 son una propuesta original basado en diferentes modelos y en las ecuaciones de la teoría
de diseño de rodamientos de Harris [54]. Sin embargo los modelos 3 y 4 no son plenamente
funcionales debido a que es difícil estabilizar el sistema y determinar el incremento de tiempo
suficiente para estabilizar una rigidez del orden de 108. Empíricamente se pudo observar que
para dicha rigidez, el incremento del tiempo debía ser del orden de10−9 empleando el método
de Newmark Beta y del orden de 10−7 con los métodos de Runge Kutta. Lo cual hace que la
simulación tome mucho tiempo. Sin duda existen otros trabajos similares como los de Cao [78] y
Kogan y otros [79], donde se efectúa la simulación de un rodamiento con más de tres grados de
libertad. Sin embargo, este modelo se diferencia en su formulación matemática, y en que funciona
y es formulado para rodamientos de doble hilera autoalineantes.
Se desarrollaron en este trabajo 5 esquemas de pronóstico. En el esquema 1 y 2 se utiliza una
base de datos sintética y se realiza la predicción de la profundidad de falla basado en filtros
de partículas. Los resultados son similares entre estos modelos, con una mejora en la varianza
de las predicciones del modelo 2. En el modelo 3 se utiliza el análisis modal para obtener un
modelo matemático del rodamiento, sin embargo, con este enfoque no se obtiene una tendencia
de los datos y no es posible realizar una predicción efectiva. El modelo 4 es un modelo netamente
basado en datos desarrollado para efectos de comparación con la predicción basada en modelos
matemáticos. Este modelo es, en si mismo un nuevo esquema de pronóstico basado en procesos
Gaussianos. Con el modelo 5 realiza la predicción de la falla calculando un residuo entre el
modelo matemático y la señal de vibración, de esta manera se realiza la inferencia de vida útil
del rodamiento y se hace una estimación de la profundidad de falla.
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Capítulo 5
Conclusiones
La presente investigación se centra en el diseño de una metodología de pronóstico de fallas en
rodamientos de bolas con base en el modelo matemático establecido mediante la dinámica lagrangiana
y la definición de una ley de degradación del material y crecimiento de la falla.
En el desarrollo del trabajo de investigación que ha dado lugar a la presente tesis se han alcanzado
los objetivos inicialmente planteados en cuanto a:
Definir una metodología de crecimiento de falla para la microestructura del material.
Proponer un modelo de rodamiento de bolas radiales, útil para una y dos hileras.
Simular las principales fallas en el modelo matemático: pista externa, pista interna y elementos
rodantes.
Utilizar la dinámica Lagrangiana como principal metodología de formulación del modelo mate-
mático.
Utilizar la teoría de deformación Hertziana en el cálculo de las fuerzas que excitan el sistema
masa - resorte - amortiguador.
Definir y emplear un método numérico en la solución del modelo matemático.
Validar los resultados del modelo matemático de rodamiento a la luz de la literatura especializada.
Formular un modelo de espacio de estados para predecir la profundidad de la falla.
Aplicar técnicas de inferencia en la solución del modelo de espacio de estados.
Diseñar un protocolo de pruebas para la validación experimental.
Validar experimentalmente los resultados de la metodología de pronóstico empleando una base
de datos de degradación de rodamientos.
De la revisión del estado del arte se concluye que existen numerosos enfoques para el pronóstico de
fallas em máquinas rotativas, la mayoría basado en datos, los cuales con el desarrollo de mejores
herramientas de cómputo permiten obtener una predicción cada vez más acertada. De igual manera,
el desarrollo de estas herramientas permite el desarrollo de mejores modelos matemáticos que simulan
con mayor exactitud las interacciones internas entre los elementos, las fuerzas y excitaciones externas
de los sistemas mecánicos. Sin duda el futuro del mantenimiento tiende al pronóstico de las fallas de
los elementos de máquinas, basado en el conocimiento y la información almacenada de la máquina o
sistema. El tipo de enfoque, ya sea por datos o modelos matemáticos, dependerá del conocimiento en
profundidad de las interacciones dinámicas y de la experiencia o preferencias del investigador.
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En esta tesis se pone de manifiesto, que es posible realizar el pronóstico de falla con base en mo-
delos matemáticos en sistemas donde se conocen las interacciones entre las partes móviles; tambien se
evidencia que la dinámica del sistema se puede formular mediante ecuaciones diferenciales. Adicional-
mente se pone de manifiesto que cualquier sistema vibratorio puede ser modelado como un sistema
masa - resorte - amortiguador, y depende del investigador definir los parámetros apropiados de masas,
rigidez y amortiguamiento requeridos, así como el método numérico y la cantidad de grados de libertad
del sistema que mejor representen el sistema físico.
Como se observa en los trabajos de Aiwina [6] , Lee [17], Chen [43] , Caesarendra [44], Francesco [45],
Huang [46] y Kim [47] y que fueron comentados en la introducción de este documento, la mayoría de los
enfoques de pronóstico funcionan con base en datos. El enfoque con base en modelos matemáticos ha
sido relegado a estudios académicos debido a la dificultad del desarrollo del mismo modelo matemático
y la sintonización de parámetros para obtener una respuesta realista. Desde ese punto de vista se
puede concluir que el pronóstico basado en datos presenta una gran ventaja debido a su simplicidad
y versatilidad cuando pueden existir cambios en las condiciones de diseño u operación. El pronóstico
basado en modelos matemáticos es útil en sistemas invariantes donde los perturbaciones externas están
plenamente identificadas y cuantificadas. En el caso de los rodamientos de bolas es posible comparar
los modelos matemáticos con las señales reales cuando se identifican fallas aisladas, pero debido a
que en un sistema real de evolución de falla, las diferentes fallas se combinan, es difícil obtener una
respuesta realista del modelo matemático, entre otras cosas porque no se tiene un registro de la falla
en sus estados iniciales y solo se hace evidente cuando presenta un estado avanzado de deterioro.
Entre las diferentes aproximaciones a una ley de evolución de falla del material que se encuentran en
la literatura especializada, la mayoría se derivan de la ecuación de Paris-Erdogan. Se comprobó que al
adicionar un componente de ruido Gaussiano en la solución de la ecuación de Paris-Erdogan, se modela
la aleatoriedad del sistema de degradación del material real del rodamiento. Las otras aproximaciones
son derivaciones de la solución de esta ecuación donde se emplea ya sea una solución analítica completa,
una aproximada o una polinómica.
En este trabajo se desarrollan modelos matemáticos con diferentes grados de complejidad y diferente
naturaleza, unos con base en la mecánica Newtoniana, otros basados en la dinámica Lagrangiana y
otro basado en el análisis modal de las señales, de los cuales se obtiene mayor versatilidad en la medida
que se aumenta el número de grados de libertad del sistema y coordenadas generalizadas. Esto es
importante cuando se requiere estudiar el comportamiento del rodamiento, es decir, cuando se busca
modelar el ondulado en las pistas, precargas, o efectos externos importantes. Sin embargo, cuando el
modelado se reduce a las fallas fundamentales (pista externa, pista interna, elementos rodantes) el
modelo más simple ubica las fallas en las frecuencias indicadas y es útil en un esquema de pronóstico
donde la amplitud de la vibración varía de manera proporcional a la profundidad de la falla.
En el ámbito del modelo matemático se pudo observar que la obtención de los parámetros vibratorios
de un sistema masa - resorte - amortiguador como modelo fundamental del sistema, no funciona bien
mediante el análisis modal (decremento aleatorio y análisis Prony). Los diagramas de estabilización,
y finalmente las frecuencias naturales y los factores de amortiguamiento obtenidos no presentan una
tendencia evidente en la medida que se degrada el rodamiento, de aquí que este modelo no haya
sido útil en el pronóstico de vida útil. Sin embargo, el análisis modal es una metodología plenamente
comprobada en sistemas estacionarios sin partes móviles, tales como estructuras civiles y bancadas de
máquinas, por lo tanto es de esperarse que en elementos no rotativos los resultados sean más favorables.
Desde la solución numérica se comprobó que el método de Newmark Beta es mucho más simple y
fácil de aplicar en un la solución del modelo matemático ya que este método opera con las aceleraciones,
desplazamientos y velocidades ya calculadas. Por otra parte, los métodos de Runge Kutta necesitan
recalcular la función con incrementos infinitesimales de tiempo; esto conlleva a correr el modelo nu-
merosas veces cada vez que se utiliza el método numérico en la solución del mismo modelo. En este
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sentido se comprobó que aunque el método de Newmark Beta necesita un incremento de tiempo apro-
ximadamente un orden menor que el de Runge Kutta para que el modelo converja, esto se compensa
con el hecho que no se tiene que correr el algoritmo varias veces durante la solución numérica y hace
que el tiempo final de cómputo sea inferior.
En este trabajo se plantea una metodología de pronóstico de falla con base en modelos matemáticos
donde se extraen características de la señal de vibración del rodamiento real, principalmente la energía
por bandas de frecuencia, para calcular así, un residuo con el modelo matemático que se degrada en el
tiempo.Este residuo se utiliza como observaciones del experimento del sistema de espacio de estados
para aplicarse luego, una técnica de inferencia estadística basada en procesos gaussianos en el cálculo
de la profundidad de falla y, finalmente, la vida útil del rodamiento. Esta metodología fue comparada
con una metodología basada en datos; se concluye que el pronóstico con base en modelos matemáticos
es útil cuando el sistema es plenamente conocido tanto en sus fuerzas e interacciones internas, como
en las excitaciones externas. El mayor problema en la aplicación de dicha metodología en un sistema
como el rodamiento, radica en que el rodamiento falla de manera combinada y el modelo no representa
exactamente el comportamiento de las bases de datos. Incluso es difícil realizar el seguimiento de la
falla experimentalmente dado que el desarmar y volver a ensamblar el rodamiento para inspeccionar
las pistas involucra el aplicar esfuerzos y deformaciones para las cuales este no esta diseñado.
Sin duda la validación experimental de estas metodologías es complicada debido a la dificultad del
montaje experimental. Se montaron dos bancos de prueba para la recolección de las señales, uno en
la Universidad Tecnológica de Pereira, y otro en la Universidad Politécnica Salesiana. La principal
dificultad está basada en la dificultad en desarmar y armar continuamente el rodamiento para evaluar
la falla en las pistas externa e interna. Por otro lado, las cargas y las condiciones de falla se presentan
de manera combinada y el rodamiento falla en la pista interna y en la pista externa simultáneamente, o
puede tener desbalanceo o precargas por un inadecuado montaje. El montaje del rodamiento también es
un procedimiento definitivo en el experimento porque las precargas varían sustancialmente la vida útil
del rodamiento, estas pueden hacer que el rodamiento falle en un décimo del tiempo en que usualmente
ocurre. Debido a lo anterior finalmente se utilizó la base de datos del repositorio de pronóstico de la
NASA y en este trabajo se muestran los resultados del uso de esta base de datos con las metodologías
desarrolladas.
Aportes
En esta tesis se hace la recopilación bibliográfica de los modelos matemáticos de rodamiento mas
relevantes considerando sus aplicaciones, su formulación y los resultados de la simulación. También se
hace la recopilación de los principales enfoques de pronóstico que se encuentran en la literatura espe-
cializada desarrollados por diferentes grupos de investigación en el mundo. Esta recopilación sirve como
soporte a posibles investigaciones futuras relacionadas con el modelado de rodamientos y pronóstico
de fallas en máquinas rotativas.
En esta tesis se comprueba la pertinencia de la ecuación de Paris - Erdogan en la descripción de la
aleatoriedad del proceso de degradación y fatiga del material.
Se propone un nuevo modelo matemático de rodamiento basado en la dinámica Lagrangiana con
cinco grados de libertad que permite simular diferentes fallas y condiciones externas de operación del
rodamiento. Aunque este modelo no se utilizó en el esquema de pronóstico final, queda como contri-
bución importante dada su complejidad y la posibilidad de evaluar variadas condiciones de operación
y de montaje en el rodamiento. En este modelo se pueden simular fácilmente las precargas lineales y
angulares en los tres ejes coordenados y se pueden incorporar fuerzas externas, deformaciones y fallas
típicas de rodamientos radiales de bolas de una y dos hileras.
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Se comparan los resultados de los modelos matemáticos con el caso real de falla y se comprueba la
pertinencia del modelado con base en enfoques energéticos como las ecuaciones de Euler - Lagrange.
Esto se contrasta con el enfoque newtoniano donde se hace necesario conocer todas las fuerzas internas
y externas que excitan el sistema.
Se realiza la formulación del problema de pronóstico de fallas como un modelo de espacio de
estados, donde la profundidad de la falla es el estado y las características de la señal de vibración son
las observaciones del experimento. Esta formulación no había sido anteriormente definida formalmente
para este tipo de problemas. La formulación como espacio de estados permite además, resolver el
sistema mediante una gran cantidad de herramientas matemáticas y probabilistas basadas en datos y
modelos matemáticos.
Se desarrollan diversos modelos matemáticos del rodamiento que permiten obtener la señal de
vibración del mismo bajo diferentes regímenes de carga y estados de falla. Se aporta un modelo que
posee cinco grados de libertad y resuelve en total treinta y nueve ecuaciones diferenciales parciales
correspondientes a las coordenadas generalizadas del sistema, formulado mediante las ecuaciones de
Euler Lagrange. Adicionalmente este modelo permite simular diferentes fallas y condiciones externas
de operación del rodamiento.
Recomendaciones
Una vez terminada la tesis, se considera investigar otros aspectos relacionados con el pronóstico de
fallas en máquinas aquí estudiado y se propone:
Realizar una mejor estimación de la ley de degradación del material empleando una base de datos
de fatiga, y utilizar aparte de la ecuación de Paris-Erdogan, otras distribuciones probabilistas
como la distribución de Weibull que ajuste la tendencia de los datos sin perder la aleatoriedad del
proceso. Para esto es necesario realizar el experimento de fatiga repetidamente para los aceros
de alto carbono y templados que generalmente componen las pistas de los rodamientos.
Desde el punto de vista del modelado matemático del rodamiento, se puede profundizar en la
aplicación de las cargas externas como momentos giroscópicos, precargas, diferentes regímenes
de carga, etc. que pueden modificar la dinámica del sistema y que hacen que los modelos no
se comporten exactamente igual a la realidad. También existen diferentes aproximaciones al
modelado matemático: desde la mecánica newtoniana o desde otros puntos de vista energéticos
como la dinámica lagrangiana o la hamiltoniana.
La solución del sistema de espacio de estados para realizar la inferencia de vida útil y calcular
la profundidad de la falla puede ser realizada con múltiples técnicas basadas en datos, tales
como filtros de Kalman, filtros de partículas, HMM, procesos gaussianos y muchos otros y sus
combinaciones. En este trabajo se centró la predicción de vida útil en la profundidad de la falla
del rodamiento pero es posible establecer las diferentes etapas de degradación del rodamiento
como estados del sistema.
Experimentalmente se puede realizar gran cantidad de experimentos en el ámbito del pronóstico
de partes de máquinas. Especialmente la fatiga en los materiales es un fenómeno ampliamente
estudiado pero que carece de una formulación definitiva y esto se hace evidente en la descripción
probabilista que se hace de las fallas en los rodamientos, por esto es importante ahondar en la
solución de la ecuación de Paris-Erdogan ajustada a los datos reales de materiales de máqui-
nas. Por otro lado, también es importante definir una metodología de inspección de la falla en
rodamientos y máquinas en general, en la medida en que se presenta la falla y evoluciona.
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